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Sei G = (V, %, P, S) eine Phrasenstrukturgrammatik.

Definition 4
Wir schreiben

Q » —¢ 7 gdw
(Fz,y e (VUX)* I —r € Pz =uxly, 2 = xry]
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Sei G = (V, %, P, S) eine Phrasenstrukturgrammatik.

Definition 4
Wir schreiben
Q 2z —¢ 2 gdw
(Fz,ye (VUE) Il —reP)z=ualy, 2 =zry
Q z -} 2 gdw z = 2/ oder
2z =2V 5623 6 . =6 2 = 2/ Eine solche Folge
von Ableitungsschritten heiBt eine Ableitung fiir 2’ von z in G
(der Lange k).
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Sei G = (V, %, P, S) eine Phrasenstrukturgrammatik.
Definition 4
Wir schreiben
Q 2 —¢g 7 gdw
(Fz,ye (VUE) Il —reP)z=ualy, 2 =zry
Q z —f 2 gdw z = 2’ oder
2z =2V 5623 o . =g 20 = 2/ Eine solche Folge
von Ableitungsschritten heiBt eine Ableitung fiir 2’ von z in G
(der Lange k).

© Die von G erzeugte Sprache ist

L(G):={z€ %% s 5 7'}
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Sei G = (V, %, P, S) eine Phrasenstrukturgrammatik.
Definition 4
Wir schreiben
Q 2 —¢ 2 gdw
(Fz,ye (VUE) Il —reP)z=ualy, 2 =zry
Q 2z —} 2 gdw z = 2 oder
2z =2V 5623 o . =g 20 = 2/ Eine solche Folge
von Ableitungsschritten heiBt eine Ableitung fiir 2’ von z in G
(der Lange k).
© Die von G erzeugte Sprache ist

L(G):={z € %% s =5 2"}

Zur Vereinfachung der Notation schreiben wir gewdhnlich — und
—* statt —¢ und —¢,
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Beispiel 5
Wir erinnern uns:
e Loy = {ab,abab,ababab, ...} = {(ab)",n € N}
(32 = {a,0})
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Beispiel 5
Wir erinnern uns:
e Loy = {ab,abab,ababab, ...} = {(ab)",n € N}
(32 = {a,0})

@ Grammatik fiir Ly mit folgenden Produktionen:

S — ab, S — abS
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Beispiel 5
Wir erinnern uns:
o Ly = {ab,abab, ababab, ...} = {(ab)",n € N}
(32 = {a,b})

e Grammatik fiir Lo mit folgenden Produktionen:
S — ab, S — abs

Wir bezeichnen Nichtterminale mit groBen und Terminale mit
kleinen Buchstaben!
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Beispiel 5
Wir erinnern uns:
e Ly ={a,b,aa,ab,bb,aaa,aab, abb,bbb...}
= {a"b", m,n € Ng,m +n > 0} (24 = {a,b})
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Beispiel 5
Wir erinnern uns:
e Ly ={a,b,aa,ab,bb,aaa,aab, abb,bbb...}
= {a™b", m,n € No,m+n >0} (34 = {a,b})
@ Grammatik fiir L4 mit folgenden Produktionen:
S— A S— B, S— AB,
A—a A— aA,
B —b, B—bB
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2.2 Die Chomsky-Hierarchie
Sei G = (V, %, P, S) eine Phrasenstrukturgrammatik.

@ Jede Phrasenstrukturgrammatik (Chomsky-Grammatik) ist
(zun&chst) automatisch vom Typ 0.

Info IV
m Ernst W. Mayr



2.2 Die Chomsky-Hierarchie

Sei G = (V, %, P, S) eine Phrasenstrukturgrammatik.
@ Jede Phrasenstrukturgrammatik (Chomsky-Grammatik) ist
(zun&chst) automatisch vom Typ 0.
@ Eine Chomsky-Grammatik heiBt (I&ngen-)monoton, falls fiir

alle Regeln
a—feEPmita#S

gilt:
lal < 18],

und, falls S — € € P, dann das Axiom S auf keiner rechten
Seite vorkommt.
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2.2 Die Chomsky-Hierarchie

Sei G = (V, %, P, S) eine Phrasenstrukturgrammatik.

© Eine Chomsky-Grammatik ist vom Typ 1 (auch:
kontextsensitiv), falls sie monoton ist und fiir alle Regeln
a— [in P mit a # S gilt:

a=dAd" und B =d'F'a”

fiir geeignete A€ V, o/, € (VUX)*und ' € (VUX)T.
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2.2 Die Chomsky-Hierarchie

Sei G = (V, %, P, S) eine Phrasenstrukturgrammatik.

© Eine Chomsky-Grammatik ist vom Typ 1 (auch:
kontextsensitiv), falls sie monoton ist und fiir alle Regeln
a— [in P mit a # S gilt:

a=dAd" und B =d'F'a”

fiir geeignete A€ V, o/, € (VUX)*und ' € (VUX)T.
© Eine Chomsky-Grammatik ist vom Typ 2 (auch: kontextfrei),
falls sie monoton ist und fiir alle Regeln o« — § € P gilt:

acV.
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2.2 Die Chomsky-Hierarchie

Sei G = (V, %, P, S) eine Phrasenstrukturgrammatik.

@ Eine Chomsky-Grammatik ist vom Typ 1 (auch:
kontextsensitiv), falls sie monoton ist und fiir alle Regeln
a— [in P mit a # S gilt:

a=dAd" und 8 =d/F'a”

fiir geeignete A€V, o/,a” € (VUX)*und 3 € (VUI)T.
© Eine Chomsky-Grammatik ist vom Typ 2 (auch: kontextfrei),
falls sie monoton ist und fiir alle Regeln o« — (§ € P gilt:

acV.

Bemerkung: Manchmal wird “kontextfrei” auch ohne die
Monotonie-Bedingung definiert; streng monoton schlieBt dann
die Monotonie mit ein.

Info IV
m Ernst W. Mayr



2.2 Die Chomsky-Hierarchie

Sei G = (V, %, P, S) eine Phrasenstrukturgrammatik.

@ Eine Chomsky-Grammatik ist vom Typ 3 (auch: regular,
rechtslinear), falls sie monoton ist und fiir alle Regeln o — (3
in P mit 3 # € gilt:

aceVund et UTV .
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2.2 Die Chomsky-Hierarchie

Sei G = (V, %, P, S) eine Phrasenstrukturgrammatik.

@ Eine Chomsky-Grammatik ist vom Typ 3 (auch: regular,
rechtslinear), falls sie monoton ist und fiir alle Regeln o — (3
in P mit 3 # € gilt:

aceVund et UTV .

Auch hier gilt die entsprechende Bemerkung zur
Monotonie-Bedingung.

Info IV 2.2 Die Chomsky-Hierarchie
m Ernst W. Mayr



Beispiel 6

@ Die folgende Grammatik ist regular:
S —e€ S — A,
A —aa, A — acdA
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Beispiel 6

@ Die folgende Grammatik ist regular:
S —e€ S — A,
A —aa, A — acdA

@ Die Produktion
A — Be

heiBt linkslinear.
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Beispiel 6

@ Die folgende Grammatik ist regular:
S —e€ S — A,
A —aa, A — acdA
@ Die Produktion
A — Bc

heiBt linkslinear.

@ Die Produktion
A — aBc

heiBt linear.
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Definition 7
Eine Sprache L C X* heiBt vom Typ k, k € {0,1,2,3}, falls es
eine Chomsky-k-Grammatik G mit L(G) = L gibt.
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Definition 7

Eine Sprache L C X* heiBt vom Typ k, k € {0,1,2,3}, falls es
eine Chomsky-k-Grammatik G mit L(G) = L gibt.

In der Chomsky-Hierarchie bilden also die Typ-3- oder regularen
Sprache die kleinste, unterste Stufe, dariiber kommen die
kontextfreien, dann die kontextsensitiven Sprachen. Oberhalb der
Typ-1-Sprachen kommen die Typ-0-Sprachen, die auch rekursiv
aufzahlbar oder semientscheidbar genannt werden. Dariiber (und
nicht mehr Teil der Chomsky-Hierarchie) findet sich die Klasse aller
formalen Sprachen.
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Definition 7

Eine Sprache L C X* heiBt vom Typ k, k € {0,1,2,3}, falls es
eine Chomsky-k-Grammatik G mit L(G) = L gibt.

In der Chomsky-Hierarchie bilden also die Typ-3- oder regularen
Sprache die kleinste, unterste Stufe, dariiber kommen die
kontextfreien, dann die kontextsensitiven Sprachen. Oberhalb der
Typ-1-Sprachen kommen die Typ-0-Sprachen, die auch rekursiv
aufzahlbar oder semientscheidbar genannt werden. Dariiber (und
nicht mehr Teil der Chomsky-Hierarchie) findet sich die Klasse aller
formalen Sprachen.

In Typ-3-Grammatiken miissen entweder alle Produktionen
rechtslinear oder alle linkslinear sein.
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Definition 7
Eine Sprache L C X* heiBt vom Typ k, k € {0,1,2,3}, falls es
eine Chomsky-k-Grammatik G mit L(G) = L gibt.

In der Chomsky-Hierarchie bilden also die Typ-3- oder regularen
Sprache die kleinste, unterste Stufe, dariiber kommen die
kontextfreien, dann die kontextsensitiven Sprachen. Oberhalb der
Typ-1-Sprachen kommen die Typ-0-Sprachen, die auch rekursiv
aufzahlbar oder semientscheidbar genannt werden. Dariiber (und
nicht mehr Teil der Chomsky-Hierarchie) findet sich die Klasse aller
formalen Sprachen.

In Typ-3-Grammatiken miissen entweder alle Produktionen
rechtslinear oder alle linkslinear sein.

Uberlegen Sie sich eine lineare Grammatik, deren Sprache nicht
regular ist!

Info IV 2.2 Die Chomsky-Hierarchie
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alle formalen Sprachen

ontextsensitiv

kontextfrei

regular
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Lemma 8

Sei G = (V,%, P, S) eine Chomsky-Grammatik, so dass alle
Produktionen o« — (3 die Bedingung o« € V' erfiillen. Dann ist
L(G) kontextfrei.
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Lemma 8
Sei G = (V,%, P, S) eine Chomsky-Grammatik, so dass alle

Produktionen o« — (3 die Bedingung o« € V' erfiillen. Dann ist
L(G) kontextfrei.

Beweis:
Definition 9

EnAcV mitA—"e¢
heiBt nullierbar.
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Lemma 8
Sei G = (V,%, P, S) eine Chomsky-Grammatik, so dass alle

Produktionen o« — (3 die Bedingung o« € V' erfiillen. Dann ist
L(G) kontextfrei.

Beweis:
Definition 9 Bestimme alle nullierbaren A € V:
Ein AecV mit A—*e¢ N:={AeV; (A—e¢e) e P}
heiBt nullierbar. N':=90
while N # N’ do
N' =N

N:=NU{AeV;
(3(A— pB) e P)[Be N"]}
od
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Lemma 8
Sei G = (V,%, P, S) eine Chomsky-Grammatik, so dass alle

Produktionen o« — (3 die Bedingung o« € V' erfiillen. Dann ist
L(G) kontextfrei.

Beweis:
Definition 9 Bestimme alle nullierbaren A € V:
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Lemma 8
Sei G = (V,%, P, S) eine Chomsky-Grammatik, so dass alle

Produktionen o« — (3 die Bedingung o« € V' erfiillen. Dann ist
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Beweis:
Definition 9 Bestimme alle nullierbaren A € V:
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Lemma 8
Sei G = (V,%, P, S) eine Chomsky-Grammatik, so dass alle

Produktionen o« — (3 die Bedingung o« € V' erfiillen. Dann ist
L(G) kontextfrei.

Beweis:
Definition 9 Bestimme alle nullierbaren A € V:
Ein AecV mit A—*e¢ N:={AeV; (A—¢) eP}
heiBt nullierbar. N':=90
while N # N’ do
N' =N

N:=NU{AeV;
(3(A— p) e P)[BeN"}
od
Wie man leicht durch Induktion sieht, enthilt N zum Schluss alle

nullierbaren A € V.

2.2 Die Chomsky-Hierarchie
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Sei nun G eine Grammatik, so dass alle linken Seiten € V, aber die
Monotoniebedingung nicht unbedingt erfiillt ist.
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m

Sei nun G eine Grammatik, so dass alle linken Seiten € V', aber die
Monotoniebedingung nicht unbedingt erfiillt ist.
Modifiziere G zu G’ mit Regelmenge P’ wie folgt:

Q fiir jedes (A — x129---2y,) € P, n > 1, fiige zu P’ alle
Regeln A — y1y2 - - -y, hinzu, die dadurch entstehen, dass fiir
nicht-nullierbare x; y; := x; und fiir nullierbare x; die beiden
Moglichkeiten y; := z; und y; := € eingesetzt werden, ohne
dass die ganze rechte Seite = € wird.

Info IV
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Sei nun G eine Grammatik, so dass alle linken Seiten € V', aber die
Monotoniebedingung nicht unbedingt erfiillt ist.
Modifiziere G zu G’ mit Regelmenge P’ wie folgt:

Q fiir jedes (A — x129---2y,) € P, n > 1, fiige zu P’ alle
Regeln A — y1y2 - - -y, hinzu, die dadurch entstehen, dass fiir
nicht-nullierbare x; y; := x; und fiir nullierbare x; die beiden
Moglichkeiten y; := z; und y; := € eingesetzt werden, ohne
dass die ganze rechte Seite = € wird.

@ falls S nullierbar ist, sei T ein neues Nichtterminal; fiige zu P’
die Regeln S — ¢ und S — T hinzu, ersetze S in allen rechten
Seiten durch T und fiige fiir jede Regel (S — z) € P, |z| > 0,
die Regel T — z zu P’ hinzu.
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Lemma 10
G' = (VUT,X, P, S) ist kontextfrei, und es gilt

L(G') = L(G) .
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Lemma 10
G' = (VUT,X, P, S) ist kontextfrei, und es gilt

L(G') = L(G) .

Beweis:
Klarl O
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