SS 2005

Einfiihrung in die Informatik IV

Ernst W. Mayr

Fakultat fiir Informatik
TU Miinchen

http://wwwl4.in.tum.de/lehre/20055S/info4/index.html.de

18. April 2005

Info IV 2.2 Die Chomsky-Hierarchie
m Ernst W. Mayr



Auch fiir reguldre Grammatiken gilt ein entsprechender Satz iiber
die “Entfernbarkeit” nullierbarer Nichtterminale:

Lemma 10

Sei G = (V,%, P, S) eine Chomsky-Grammatik, so dass fiir alle
Regeln o« — (3 € P gilt:

a€eVund €UV .

Dann ist L(G) regular.
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Auch fiir reguldre Grammatiken gilt ein entsprechender Satz iiber
die “Entfernbarkeit” nullierbarer Nichtterminale:

Lemma 10

Sei G = (V,%, P, S) eine Chomsky-Grammatik, so dass fiir alle
Regeln o« — (3 € P gilt:

a€eVund €UV .

Dann ist L(G) regular.

Beweis:

Ubungsaufgabe! O
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Beispiel 11

Typ 3: L ={a"; n € N}, Grammatik: S — a,
S — aS
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Beispiel 11
Typ 3: L ={a"; n € N}, Grammatik: S — a,

S — aS
Typ 2: L ={a"b"; n € Ny}, Grammatik: S — ¢,
S — T,
T — ab,
T — alb

Wir bendtigen beim Scannen einen Zahler.
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Beispiel 11

Typ 3: L ={a"; n € N}, Grammatik: S — a,

S — aS
Typ 2. L ={a""; n € No}, Grammatik: S —
S — T
T — ab,
T — aTb
Wir bendtigen beim Scannen einen Zihler.
Typ 1: L = {a™V"c"; n € N}, Grammatik: S — aSXY,
S — aXY,
XY — YX,
aX — ab,
bX — bb,
bY — be,
cY — cc

Wir bendtigen beim Scannen mindestens zwei Z3hler.
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Die Backus-Naur-Form (BNF) ist ein Formalismus zur kompakten
Darstellung von Typ-2-Grammatiken.

o Statt
A — B
A — [
A — By
schreibt man
A — Bi|Ba|...|Bn -

Info IV
m Ernst W. Mayr



Die Backus-Naur-Form (BNF) ist ein Formalismus zur kompakten
Darstellung von Typ-2-Grammatiken.

o Statt
A — ay
A — apfy
schreibt man
A — alfly.
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Die Backus-Naur-Form (BNF) ist ein Formalismus zur kompakten
Darstellung von Typ-2-Grammatiken.

o Statt
A — ay
A — apfy
schreibt man
A — af]y.

(D.h., das Wort 3 kann, muss aber nicht, zwischen « und ~
eingefiigt werden.)
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Die Backus-Naur-Form (BNF) ist ein Formalismus zur kompakten
Darstellung von Typ-2-Grammatiken.

o Statt
A — ay
A — aBy
B — §
B — (B
schreibt man
A — oS}y
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Die Backus-Naur-Form (BNF) ist ein Formalismus zur kompakten
Darstellung von Typ-2-Grammatiken.

o Statt
A — ay
A — aBy
B — §
B — (B
schreibt man
A — ofB}y.

(D.h., das Wort 3 kann beliebig oft (auch Null mal) zwischen
a und +y eingefiigt werden.)
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Beispiel 12

(Satz
(Subjekt
(Pridikat
(Artikel
(Attribut

)
)
)
)
)
(Adjektiv)

Ll bl

(Subjekt) (Pradikat) (Objekt)
(Artikel) (Attribut) (Substantiv)
ist|hat| ...

¢|der|die|das|ein| . ..
{(Adjektiv)}

gross|klein|schon] . ..
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2.3 Das Wortproblem

Beispiel 13 (Arithmetische Ausdriicke)

<exp> —  <term>
<exp> —  <exp> + <term>
<term> — (<exp>)
<term> — <term> X <term>
<term> — al|b| ... |z
11 .



2.3 Das Wortproblem
Beispiel 13 (Arithmetische Ausdriicke)

<exp> —  <term>

<exp> —  <exp> + <term>
<term> — (<exp>)

<term> — <term> X <term>
<term> — alb]|... |z

Aufgabe eines Parsers ist nun, zu priifen, ob eine gegebene
Zeichenreihe einen giiltigen arithmetischen Ausdruck darstellt und,
falls ja, ihn in seine Bestandteile zu zerlegen.
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Sei G = (V, %, P, S) eine Grammatik.
Definition 14
@ Wortproblem: Gegeben ein Wort w € X%, stelle fest, ob

we L(G)?
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Sei G = (V, %, P, S) eine Grammatik.
Definition 14
© Wortproblem: Gegeben ein Wort w € X*, stelle fest, ob

we LG)?

@ Ableitungsproblem: Gegeben ein Wort w € L(G), gib eine
Ableitung S —7, w an, d.h., eine Folge

S=w® —pw® S ™ =

mit w® € (SUV)* firi=1,...,n.
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Sei G = (V, %, P, S) eine Grammatik.
Definition 14
© Wortproblem: Gegeben ein Wort w € X%, stelle fest, ob

we LG)?

@ Ableitungsproblem: Gegeben ein Wort w € L(G), gib eine
Ableitung S —7, w an, d.h., eine Folge

S=w® i w® S ™ =

mit w® € (SUV)* firi=1,...,n.

© uniformes Wortproblem: Wortproblem, bei dem jede
Probleminstanz sowohl die Grammatik GG wie auch die zu
testende Zeichenreihe w enthilt. Ist G dagegen global
festgelegt, spricht man von einem nicht-uniformen
Wortproblem.
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Bemerkung:
Das uniforme wie auch das nicht-uniforme Wortproblem ist fiir

Typ-0-Sprachen (also die rekursiv-aufzdhlbare Sprachen) nicht
entscheidbar. Wir werden spater sehen, dass es zum Halteproblem
fiir Turingmaschinen dquivalent ist.
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Bemerkung:

Das uniforme wie auch das nicht-uniforme Wortproblem ist fiir
Typ-0-Sprachen (also die rekursiv-aufzdhlbare Sprachen) nicht
entscheidbar. Wir werden spater sehen, dass es zum Halteproblem
fiir Turingmaschinen dquivalent ist.

Es gilt jedoch

Satz 15
Fiir kontextsensitive Grammatiken ist das Wortproblem
entscheidbar.
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Bemerkung:

Das uniforme wie auch das nicht-uniforme Wortproblem ist fiir
Typ-0-Sprachen (also die rekursiv-aufzdhlbare Sprachen) nicht
entscheidbar. Wir werden spater sehen, dass es zum Halteproblem
fiir Turingmaschinen dquivalent ist.

Es gilt jedoch

Satz 15

Fiir kontextsensitive Grammatiken ist das Wortproblem
entscheidbar.

Genauer: Es gibt einen Algorithmus, der bei Eingabe einer
kontextsensitiven Grammatik G = (V, X, P, S) und eines Wortes w
in endlicher Zeit entscheidet, ob w € L(G).
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Beweisidee:
Angenommen w € L(G). Dann gibt es eine Ableitung

S = w® o w® S o w™ =

mit w® € (ZUV)* firi=1,...,n.

Info IV
m Ernst W. Mayr




Beweisidee:
Angenommen w € L(G). Dann gibt es eine Ableitung

S=w® —pw® o ™ =

mit w® € (SUV)* firi=1,...,n.
Da aber G kontextsensitiv ist, gilt (falls w # €)
lw@] < Jw®| <o < Jw™]

d.h., es geniigt, alle Wérter in L(G) der Lange < |w| zu erzeugen.
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Beweis:
Sei 0.B.d.A. w # € und sei
" = {w e (XUV)* |w|<nund
w' l3sst sich aus S in < m Schritten ableiten}
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Beweis:
Sei 0.B.d.A. w # € und sei
" = {w e (XUV)* |w|<nund
w' l3sst sich aus S in < m Schritten ableiten}
Diese Mengen kann man fiir alle n und m induktiv wie folgt
berechnen:

¢ = {5}
noo= Tru{w e (ZUV) v <nund

w” — w' fiir ein w” € T}
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Beweis:
Sei 0.B.d.A. w # € und sei
" = {w e (XUV)S |w|<nund
w’ lasst sich aus S in < m Schritten ableiten}
Diese Mengen kann man fiir alle n und m induktiv wie folgt
berechnen:

Iy = {5}
noo= Tru{w e (ZUV) v <nund
w” — ' fiir ein w” € T))}
Beachte: Fiir alle m gilt: [T <Y " [SU V.

Es muss daher immer ein mg geben mit

n __ mn — — .
T =T o =...=T,.
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Beweis:

Algorithmus:
n = |w
T:={S}
T =0
while T # T’ do
T :=T
T:=T'U{w e€(VUD); [u'<n, (3" eTHw" — '}
od
if w €T return “ja" else return “nein” fi
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Beweis:

Algorithmus:
n = |w|
T:={S}
T =0
while T # T’ do
T :=T
T:=T'U{w e€(VUD); [u'<n, (3" eTHw" — '}
od
if w €T return “ja" else return “nein” fi
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Beweis:

Algorithmus:
n = |w
T:={S}
T =0
while T # T’ do
T :=T
T:=T'U{w e€(VUD); [u'<n, (3" eTHw" — '}
od
if w €T return “ja" else return “nein” fi
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Beweis:

Algorithmus:
n = |w
T:={S}
T =10
while 7 # T’ do
T :=T
T:=T'U{w e€(VUD); [u'<n, (3" eTHw" — '}
od
if w €T return “ja" else return “nein” fi
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Beweis:

Algorithmus:
n = |w
T:={S}
T =0
while 7 # T’ do
T :=T
T:=T'U{w e€(VUD); [u'<n, (3" eTHw" — '}
od
if w €T return “ja" else return “nein” fi

Info IV
m Ernst W. Mayr



Beweis:

Algorithmus:
n = |w
T:={S}
T =0
while T # T’ do
T :=T
T:=T'U{w e€(VUD); [u'<n, (3" eTHw" — '}
od
if w €T return “ja" else return “nein” fi
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Beweis:

Algorithmus:
n = |w
T:={S}
T =0
while T # T' do
T :=T
T:=T'U{w € (VUL)T; || <n,(Fw" € T — w'}
od
if w €T return “ja" else return “nein” fi
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Beweis:

Algorithmus:
n = |w
T:={S}
T =0
while T # T’ do
T :=T
T:=T'U{w e€(VUD); [u'<n, (3" eTHw" — '}
od
if w €T return “ja" else return “nein” fi
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Beweis:

Algorithmus:
n = |w
T:={S}
T =
while T # T’ do
T :=T
T:=T'U{w e€(VUD); [u'<n, (3" eTHw" — '}
od
if w €T return “ja" else return “nein” fi
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Beispiel 16
Gegeben sei die Typ-2-Grammatik mit den Produktionen

S — abund S — aSh
sowie das Wort w = abab.
Ty, = {S}
T = {S,ab,aSh}

Td = {S,ab,aSbh,aabb} aaSbb ist zu lang!
Ty = {S,ab,aSb,aabb}
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Beispiel 16
Gegeben sei die Typ-2-Grammatik mit den Produktionen

S — abund S — aSh
sowie das Wort w = abab.
Ty, = {S}
7! = {S,ab,aSh}

T} = {S,ab,aSh,aabb} aaShb ist zu lang!
T{ = {S,ab,aSh,aabb}

Also l&sst sich das Wort w mit der gegebenen Grammatik nicht
erzeugen!
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Beispiel 16
Gegeben sei die Typ-2-Grammatik mit den Produktionen

S — abund S — aSb

sowie das Wort w = abab.

Iy = {s}

¢ = {S,ab,aSh}

T¢ = {S,ab,aSh,aabb} aaSbb ist zu lang!
T{ = {S,ab,aSh,aabb}

Bemerkung: Der angegebene Algorithmus ist nicht sehr effizient!
Fiir kontextfreie Grammatiken gibt es wesentlich effizientere
Verfahren, die wir spater kennenlernen werden!
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2.4 Ableitungsgraph und Ableitungsbaum

Grammatik:

L A A

Die Terminale

AB
aA

bB

Beispiel:
S
PN
A B
/ N\ / N\
a A b B

/\ /\
A b?
b

a
|/
/

C

\

a

ohne Kante nach unten entsprechen, von links nach

rechts gelesen, dem durch den Ableitungsgraphen dargestellten

Wort.
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2.4 Ableitungsgraph und Ableitungsbaum

Grammatik: Beispiel:
S — AB /5\
A — adA A B
A — a / \ / N\
a A b B
B — bB /\ /\
B — b a A b B
aaa — ¢ \ C‘L (‘)
ch — a c/

Der Ableitungsgraph entspricht der Ableitung

S — AB — aAB — aAbB — aaAbB — aaAbbB —
—  aaabbB — aaabbb — cbbb — abb
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Beobachtung: Bei kontextfreien Sprachen sind die
Ableitungsgraphen immer Baume.

Beispiel 17

Grammatik:

S

S
A
B

Info IV
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A

Ableitungsbaum:

aB

S
Ac 4 /
ab
be a/ \b




Beobachtung: Bei kontextfreien Sprachen sind die
Ableitungsgraphen immer Baume.

Beispiel 17
Grammatik: Ableitungsbaume:
S — aB S S
S — Ac / \
A — b /A\ /B\
a
B — b a b c a b c

Fiir das Wort abc gibt es zwei verschiedene Ableitungsbaume.
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Definition 18
@ Eine Ableitung

G —w® @

eines Wortes w heiBt Linksableitung, wenn fiir jede
Anwendung einer Produktion a@ — 3 auf w9 = zaz gilt, dass
sich keine Regel der Grammatik auf ein echtes Prafix von xa
anwenden l3sst.
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Definition 18

m

@ Eine Ableitung
S = w® @™ o

eines Wortes w heiBt Linksableitung, wenn fiir jede
Anwendung einer Produktion a@ — 3 auf w9 = zaz gilt, dass
sich keine Regel der Grammatik auf ein echtes Prafix von za
anwenden |3sst.

@ Eine Grammatik heiBt eindeutig, wenn es fiir jedes Wort

w € L(G) genau eine Linksableitung gibt. Nicht eindeutige
Grammatiken nennt man auch mehrdeutig.
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Definition 18
@ Eine Ableitung

G —w® @

eines Wortes w heiBt Linksableitung, wenn fiir jede
Anwendung einer Produktion o — 3 auf w9 = zaz gilt, dass
sich keine Regel der Grammatik auf ein echtes Prafix von za
anwenden l3sst.

@ Eine Grammatik heiBt eindeutig, wenn es fiir jedes Wort
w € L(G) genau eine Linksableitung gibt. Nicht eindeutige
Grammatiken nennt man auch mehrdeutig.

@ Eine Sprache L heiBt eindeutig, wenn es fiir L eine eindeutige
Grammatik gibt. Ansonsten heit . mehrdeutig.
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Definition 18
@ Eine Ableitung

G —w® @

eines Wortes w heiBt Linksableitung, wenn fiir jede
Anwendung einer Produktion o — 3 auf w9 = zaz gilt, dass
sich keine Regel der Grammatik auf ein echtes Prafix von za
anwenden l3sst.

@ Eine Grammatik heiBt eindeutig, wenn es fiir jedes Wort
w € L(G) genau eine Linksableitung gibt. Nicht eindeutige
Grammatiken nennt man auch mehrdeutig.

@ Eine Sprache L heiBt eindeutig, wenn es fiir L eine eindeutige
Grammatik gibt. Ansonsten heit L. mehrdeutig.
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Definition 18
@ Eine Ableitung

G —w® @

eines Wortes w heiBt Linksableitung, wenn fiir jede
Anwendung einer Produktion o — 3 auf w9 = zaz gilt, dass
sich keine Regel der Grammatik auf ein echtes Prafix von za
anwenden l3sst.

@ Eine Grammatik heiBt eindeutig, wenn es fiir jedes Wort
w € L(G) genau eine Linksableitung gibt. Nicht eindeutige
Grammatiken nennt man auch mehrdeutig.

@ Eine Sprache L heiBt eindeutig, wenn es fiir L eine eindeutige
Grammatik gibt. Ansonsten heit L. mehrdeutig.

Bemerkung: Fiir eindeutige monotone Grammatiken ist das
Wortproblem sehr einfach Iosbar.
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Beispiel 19

Grammatik: Ableitungsbaume:
S — aB / S S\
— a
B — bc a/ b c a b \c
T B



Beispiel 19

Grammatik:

S

S
A
B

A

aB
Ac
ab
be

Ableitungsbaume:

/\ /\B
a/ \b C a b/ \c

Beide Ableitungsbaume fiir das Wort abc entsprechen
Linksableitungen.

m
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Beispiel 20

Grammatik:

S — AB
A — aA
A — a
B — bB
B — b

aaa — ¢
ch — a

Eine Linksableitung ist

Ableitung:
S
N
A B
/ N\ / N\
a A b B
a/ \ /\

&
T

c

N

~

e

a

S — AB — aAB — aaAB — aaaB — ¢cB —
— ¢bB — aB — abB — abb
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Beispiel 20

Grammatik:

S — AB
A — aA
A — a
B — bB
B — b

aaa — ¢
ch — a

Eine andere Linksableitung ist

Ableitung:
S
N
A B

/ N\ / N\

a A b B
/\ /\
a A b B
U
c/

e

S — AB — aB — abB — abb .
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Beispiel 20

Grammatik: Ableitung:
A — dA A B
A — a / \ / N\
a A b B

B — bB / \ / \
B — b a A b B

aga — ¢ \ (|l l|)
ch — a c/

Die Grammatik ist also mehrdeutig. a
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