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Satz 39
Eine Sprache L. C ¥* ist genau dann durch einen reguldren
Ausdruck darstellbar, wenn sie regular ist.
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Satz 39
Eine Sprache L. C ¥* ist genau dann durch einen reguldren
Ausdruck darstellbar, wenn sie regular ist.

Beweis:

="

Sei also L = L(~).

Wir zeigen: 3 NFA' N mit L = L(N) mit Hilfe struktureller

Induktion.
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Satz 39
Eine Sprache L C * ist genau dann durch einen reguliren
Ausdruck darstellbar, wenn sie regular ist.

Beweis:

="

Sei also L = L(7).

Wir zeigen: 3 NFA' N mit L = L(N) mit Hilfe struktureller
Induktion.

Induktionsanfang: Falls v = (), 7 = ¢, oder v = a € &, so folgt
die Behauptung unmittelbar.
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Induktionsschritt:
v =af:
nach Induktionsannahme 3 NFA N, und Ng mit

L(Na) = L(a) und L(N3) = L(8)
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Induktionsschritt:
v =af:
nach Induktionsannahme 3 NFA N, und Ng mit

L(Na) = L(a) und L(N3) = L(B).
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Induktionsschritt (Forts.):

7= (a]B):
nach Induktionsannahme 3 NFA N, und Ng mit

L(Na) = L(a) und L(N5) = L(B).
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Induktionsschritt (Forts.):

7= (a]B):
nach Induktionsannahme 3 NFA N, und Ng mit

L(Na) = L(a) und L(N5) = L(B).
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Induktionsschritt (Forts.):
v = ()"
nach Induktionsannahme 3 NFA N, mit

L(N,) = L(a) .
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Induktionsschritt (Forts.):
v = ()"
nach Induktionsannahme 3 NFA N, mit
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" "

P
Sei M

Wir zeigen: es gibt einen reguldren Ausdruck v mit L(M) = L(~).
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=(Q,X%,9,qo, F) ein deterministischer endlicher Automat.
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"

Sei M

= (Q,%,6,qo, F) ein deterministischer endlicher Automat.
Wir zeigen: es gibt einen reguldren Ausdruck  mit L(M)

Sei Q = {qo,...,qn}. Wir setzen

RY :={w € ¥*; die Eingabe w Uuberfiihrt den im Zustand
q; gestarteten Automaten in den Zustand g;, wobei alle

zwischendurch durchlaufenen Zustidnde einen Index

kleiner gleich k haben}
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"

Sei M

= (Q,%,6,qo, F) ein deterministischer endlicher Automat.
Wir zeigen: es gibt einen reguldren Ausdruck  mit L(M)

Sei Q = {qo,...,qn}. Wir setzen
RY :={w € ¥*; die Eingabe w Uuberfiihrt den im Zustand
q; gestarteten Automaten in den Zustand g;, wobei alle

zwischendurch durchlaufenen Zustidnde einen Index

kleiner gleich k haben}

Behauptung: Fiir alle i,5 € {0,...,n} und alle

ke{-1,0,1,...,n} gilt:
Es gibt einen regularen Ausdruck afj mit L(afj) = Rfj

3.7 Reguldre Ausdriicke
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Bew.: Induktion tiber k:
k = —1: Hier gilt

=l . Jla €% g, a) = g}, falls i # j
v {a €3; 6(qi,a) =qj} U{e}, sonst

R;jl ist also endlich und l3sst sich daher durch einen regularen Aus-

druck ai_jl beschreiben.
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Bew.: Induktion uber k:
k = k+ 1: Hier gilt

R = RE U R (R 1) Ri

k
aij—H = (aij | aik+1(ak+1 k1) ak—|—1j)
Somit gilt: L(M) = L((agy, [ oGy, |-+ 1 agy,)), wobei fi,...

die Indizes der Endzustiande seien.
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3.8 Abschlusseigenschaften regularer Sprachen

Satz 40
Seien Ry, Ry C X* regulidre Sprachen. Dann sind auch

Ri1 Ry, R1 U Rs, RT, D \ Rl(:: Rl), RiNRy

reguldre Sprachen.
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3.8 Abschlusseigenschaften regularer Sprachen

Satz 40
Seien Ry, Ry C X* regulidre Sprachen. Dann sind auch

RiRy, R1U Ry, R}, X"\ Ri(=: R1), R1 N Ry

reguldre Sprachen.

Beweis:
Ri Ry, R1 U R», RT klar.
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3.8 Abschlusseigenschaften regularer Sprachen

Satz 40
Seien Ry, Ry C X* regulidre Sprachen. Dann sind auch

Ri1 Ry, R1 U Rs, RT, D \ Rl(:: R_l), RiNRy

reguldre Sprachen.

Beweis:
Ri Ry, R1 U R», R’{ klar.

S*\ Ry : Sei Rj=L(A),ADFA A= (Q,%,d q,F),
¢ vollstandig.
Betrachte A" = (Q,%,4,q0,Q \ F).
Dann ist L(A") = ¥*\ L(A)
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3.8 Abschlusseigenschaften regularer Sprachen
Satz 40
Seien Ry, Ry C X* regulidre Sprachen. Dann sind auch

RiRa, R1 U Ry, R}, X%\ Ri(=: R1),R1 N Ry

reguldre Sprachen.

Beweis:
Ri Ry, R1 U R», RT klar.

E*\Rl . Sei R1 :L(A),A DFA,A: (Q,E,(;,QO,F),
¢ vollstandig.
Betrachte A" = (Q,%,6,q0,Q \ F).
Dann ist L(A') = %\ L(A)

RiNRy : De Morgan
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3.8 Abschlusseigenschaften regularer Sprachen

Satz 40
Seien Ry, Ry C X* regulidre Sprachen. Dann sind auch

RiRa, R1 U Ry, R}, X%\ Ri(=: R1),R1 N Ry

reguldre Sprachen.

Beweis:
Ri Ry, R1 U R», RT klar.

E*\Rl . Sei R1 :L(A),A DFA,A: (Q,E,(;,QO,F),
¢ vollstandig.
Betrachte A" = (Q,%,6,q0,Q \ F).
Dann ist L(A') = %\ L(A)

RiNRy : De Morgan
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Definition 41

Substitution (mit reguldren Mengen) ist eine Abbildung, die jedem
a € X eine reguldre Menge h(a) zuordnet. Diese Abbildung wird
kanonisch auf ¥* erweitert.

Ein Homomorphismus ist eine Substitution mit Va € ¥ : |h(a)| =1
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Definition 41

Substitution (mit reguldren Mengen) ist eine Abbildung, die jedem
a € X eine reguldre Menge h(a) zuordnet. Diese Abbildung wird
kanonisch auf ¥* erweitert.

Ein Homomorphismus ist eine Substitution mit Va € ¥ : |h(a)| =1

Satz 42
Regulire Sprachen sind unter (reguldrer) Substitution,
Homomorphismus und inversem Homomorphismus abgeschlossen.
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Beweis:
Wir zeigen (nur) die Behauptung fiir den inversen

Homomorphismus.
Sei h: A — ¥* ein Homomorphismus, und sei R C X* regulr.
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Beweis:
Wir zeigen (nur) die Behauptung fiir den inversen

Homomorphismus.
Sei h: A — ¥* ein Homomorphismus, und sei R C X* regulr.

Zu zeigen: h='(R) C A* ist regulr.
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Beweis:
Wir zeigen (nur) die Behauptung fiir den inversen

Homomorphismus.

Sei h: A — ¥* ein Homomorphismus, und sei R C X* regulr.

Zu zeigen: h='(R) C A* ist regulr.
Sei A =(Q,%,6,q0,F), L(A) = R.
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Beweis:

Wir zeigen (nur) die Behauptung fiir den inversen
Homomorphismus.

Sei h: A — ¥* ein Homomorphismus, und sei R C X* regulr.

Zu zeigen: h~1(R) C A* ist regulir.
Sei A= (Q7 %, 5) 4o, F)a L(A) =R.
Betrachte A’ = (Q, A, 0, qo, F'), mit

'(q,a) = 0(q,h(a)) YgeQ,ael,

wobei wir nunmehr der Einfachheit halber statt & nur § schreiben.
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Beweis:

Wir zeigen (nur) die Behauptung fiir den inversen
Homomorphismus.

Sei h: A — ¥* ein Homomorphismus, und sei R C X* regulr.

Zu zeigen: h~1(R) C A* ist regulir.
Sei A= (Q7 %, 5) 4o, F)a L(A) =R.
Betrachte A’ = (Q, A, 0, qo, F'), mit

'(q,a) = 0(q,h(a)) YgeQ,ael,

wobei wir nunmehr der Einfachheit halber statt & nur § schreiben.

Also gilt

8 (qo,w) = 6(qo, h(w)) € F < h(w) € R< w e h™Y(R)
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Definition 43
Seien L1, Lo C X*. Dann ist der Rechtsquotient

Ly/Ly = {z € X% (Jy € Ly)[zy € L]} .
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Definition 43
Seien L1, Lo C X*. Dann ist der Rechtsquotient

Ly/Ly = {z € X% (Jy € Ly)[zy € L]} .

Satz 44
Seien R, L C ¥*, R reguldr. Dann ist R/L regular.
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Definition 43
Seien L1, Lo C X*. Dann ist der Rechtsquotient

Ly/Ly = {z € X% (Jy € Ly)[zy € L]} .

Satz 44
Seien R, L C ¥*, R reguldr. Dann ist R/L regular.

Beweis:
Sei A DFA mit L(A) =R, A= (Q, %, 6, qo, F).

F' = {qe@; Byel)d(qy) cF}
A = (Q,%,5,q,F)
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Definition 43
Seien L1, Lo C X*. Dann ist der Rechtsquotient

Ly/Ly = {z € X% (Jy € Ly)[zy € L]} .

Satz 44
Seien R, L C ¥*, R reguldr. Dann ist R/L regular.

Beweis:
Sei A DFA mit L(A) = R, A = (Q, %, 6, qo, F).

F' = {qe@; Byel)d(qy) cF}
A = (Q,%,5,q,F)

Dann ist L(A4") = R/L.
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Lemma 45

Es gibt einen Algorithmus, der fiir zwei (nichtdeterministische, mit
e—Ubergé'ngen ) endliche Automaten Ay und As entscheidet, ob sie
aquivalent sind, d.h. ob

L(A1) = L(A2) .
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Lemma 45

Es gibt einen Algorithmus, der fiir zwei (nichtdeterministische, mit
e—Ubergéngen ) endliche Automaten Ay und Ay entscheidet, ob sie
aquivalent sind, d.h. ob

L(A1) = L(As) .

Beweis:
Konstruiere einen endlichen Automaten fiir
(L(A1) \ L(A2)) U (L(As2) \ L(A1)) (symmetrische Differenz).

Priife, ob dieser Automat ein Wort akzeptiert. O
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Satz 46 (Pumping Lemma fiir reguldre Sprachen)

Sei R C X* reguldr. Dann gibt es ein m > 0, so dass fiir jedes
z € R mit |z| > n esu,v,w € ¥* gibt, so dass gilt:
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Satz 46 (Pumping Lemma fiir reguldre Sprachen)

Sei R C X* reguldr. Dann gibt es ein m > 0, so dass fiir jedes
z € R mit |z| > n esu,v,w € ¥* gibt, so dass gilt:

Q z = uww,
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Satz 46 (Pumping Lemma fiir reguldre Sprachen)

Sei R C X* reguldr. Dann gibt es ein m > 0, so dass fiir jedes
z € R mit |z| > n esu,v,w € ¥* gibt, so dass gilt:

Q z = uww,
Q |uv| <n,
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Satz 46 (Pumping Lemma fiir reguldre Sprachen)

Sei R C X* reguldr. Dann gibt es ein m > 0, so dass fiir jedes
z € R mit |z| > n esu,v,w € ¥* gibt, so dass gilt:

Q z = uww,
Q |uv| < n,
Q |v|>1, und
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Satz 46 (Pumping Lemma fiir reguldre Sprachen)

Sei R C X* reguldr. Dann gibt es ein m > 0, so dass fiir jedes
z € R mit |z| > n esu,v,w € ¥* gibt, so dass gilt:

Q z = uww,

Q |uv| < n,

Q |v| > 1, und

Q@ Vi>0: w'we R.
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Satz 46 (Pumping Lemma fiir reguldre Sprachen)

Sei R C X* reguldr. Dann gibt es ein m > 0, so dass fiir jedes
z € R mit |z| > n esu,v,w € ¥* gibt, so dass gilt:

Q z = uww,

Q |uv| < n,

Q |v| > 1, und

Q Vi>0: wwe R.

Info IV 3.8 Abschlusseigenschaften regulirer Sprachen
m Ernst W. Mayr




Beweis:
Sei R=L(A),A=(Q,%,0,q,F).

Sei n = |Q|. Sei nun z € R mit |z| > n.
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Beweis:
Sei R=L(A),A=(Q,%,0,q,F).

Sei n = |Q|. Sei nun z € R mit |z| > n.

Sei go = ¢, ¢M, ¢@ ... ¢U2) die beim Lesen von z
durchlaufene Folge von Zustanden von A. Dann muss es
0<i<j<n<]|z| geben mit ¢) = ¢,
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Beweis:

Sei R=L(A),A=(Q,%,0,q0, F).

Sei n = |Q|. Sei nun z € R mit |z| > n.
Sei go = ¢, ¢, ¢@, ..., ¢%) die beim Lesen von z
durchlaufene Folge von Zustanden von A. Dann muss es
0<i<j<n<]|z| geben mit ¢) = ¢,

Seien nun wu die ersten i Zeichen von z, v die nidchsten j — 4
Zeichen und w der Rest.
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Beweis:
Sei R=L(A),A=(Q,%,0,q0, F).

Sei n = |Q|. Sei nun z € R mit |z| > n.

Sei go = ¢, ¢M, ¢@ ... ¢U2) die beim Lesen von z
durchlaufene Folge von Zustanden von A. Dann muss es
0<i<j<n<]|z| geben mit ¢) = ¢,

Seien nun wu die ersten i Zeichen von z, v die nidchsten j — 4
Zeichen und w der Rest.

=z = ww,|v] > 1,|uw| <n,uwwlwe R VI >0.

m Info IV 3.8 Abschlusseigenschaften regulirer Sprachen
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