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Schnittproblem: Ist L(G1) N L(G2) = 0?
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Schnittproblem: Ist L(G1) N L(G2) = 07?
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Schnittproblem: Ist L(G1) N L(G2) = 07
Das Schnittproblem ist nur fiir die Familie der
reguldren Sprachen entscheidbar, nicht aber fiir die
Familie der Chomsky-2-Sprachen.
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Schnittproblem: Ist L(G1) N L(G2) = 07
Das Schnittproblem ist nur fiir die Familie der
reguldren Sprachen entscheidbar, nicht aber fiir die
Familie der Chomsky-2-Sprachen.
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Schnittproblem: Ist L(G1) N L(G2) = 07
Das Schnittproblem ist nur fiir die Familie der
reguldren Sprachen entscheidbar, nicht aber fiir die
Familie der Chomsky-2-Sprachen.

Aquivalenzproblem: Ist L(G1) = L(G2)?

Info IV
m Ernst W. Mayr



Schnittproblem: Ist L(G1) N L(G2) = (07
Das Schnittproblem ist nur fiir die Familie der
reguldren Sprachen entscheidbar, nicht aber fiir die
Familie der Chomsky-2-Sprachen.
Aquivalenzproblem: Ist L(G1) = L(G5)?
Das Aquivalenzproblem lisst sich auch wie folgt
formulieren:

Li=Ly < (LiNL)U(LaNLy)=10
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Wichtig fiir eine effiziente Losung der Probleme ist, wie die
Sprache gegeben ist. Hierzu ein Beispiel:

Beispiel 57

L = {w € {0,1}*; das k-letzte Bit von w ist gleich 1}
Ein NFA fiir diese Sprache ist gegeben durch:

0,1

@ 1 @ 0,1 @ 0,1 0,1
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Wichtig fiir eine effiziente Losung der Probleme ist, wie die
Sprache gegeben ist. Hierzu ein Beispiel:

Beispiel 57

L = {w € {0,1}*; das k-letzte Bit von w ist gleich 1}
Ein NFA fiir diese Sprache ist gegeben durch:

0,1

@ 1 @ 0,1 @ 0,1 0,1

Insgesamt hat der NFA k 4 1 Zustiande. Man kann nun diesen NFA
in einen deterministischen Automaten umwandeln und stellt fest,
dass der entsprechende DFA (2%) Zustinde hat.
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Da die Komplexitat eines Algorithmus von der GréBe der Eingabe
abhangt, ist dieser Unterschied in der EingabegroBe natiirlich
wesentlich, denn es gilt:
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Da die Komplexitat eines Algorithmus von der GréBe der Eingabe
abhangt, ist dieser Unterschied in der EingabegroBe natiirlich
wesentlich, denn es gilt:

kurze Eingabe wie beim NFA = wenig Zeit fiir einen effizienten
Algorithmus,
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Da die Komplexitat eines Algorithmus von der GréBe der Eingabe
abhangt, ist dieser Unterschied in der EingabegroBe natiirlich
wesentlich, denn es gilt:

kurze Eingabe wie beim NFA = wenig Zeit fiir einen effizienten
Algorithmus,

lange Eingabe wie beim DFA = mehr Zeit fiir einen effizienten
Algorithmus.
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4. Kontextfeie Grammatiken und Sprachen

4.1 Grundlagen und ein Beispiel
Sei

L_ :={w € {0,1}*; w enthilt gleich viele Oen und len}.
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4. Kontextfeie Grammatiken und Sprachen

4.1 Grundlagen und ein Beispiel
Sei

L_ :={w € {0,1}*; w enthilt gleich viele Oen und len}.

Sei #,(w) die Anzahl der Zeichen a in der Zeichenreihe w, d.h.

L_ ={w e {0,1}*; #o(w) = #1(w)}.
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4. Kontextfeie Grammatiken und Sprachen

4.1 Grundlagen und ein Beispiel
Sei

L_ :={w € {0,1}*; w enthilt gleich viele Oen und len}.

Sei #,(w) die Anzahl der Zeichen a in der Zeichenreihe w, d.h.

L_ ={w e {0,1}*; #o(w) = #1(w)}.

L_ ist sicherlich nicht regular (vgl. Pumping-Lemma).
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Satz 58
Die (kontextfreie) Grammatik G

S—e|T
T — TT | 071|170 01 | 10

erzeugt L_.
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Satz 58
Die (kontextfreie) Grammatik G

S—e|T
T — TT | 071|170 |01 10

erzeugt L_.

Beweis:
Sei w € L_. Betrachte fiir jedes Prafix x von w die Zahl

#1(z) — #o(z) .

Falls w = w'w” fiir nichtleere w’,w” € L—, wende man Induktion

iber |w| an, falls nicht, ist w von der Form Ow'l oder 1w'0, und

Induktion liefert wiederum die Behauptung. O
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Definition 59 (Wiederholung)

@ Eine kontextfreie Grammatik G heiBt eindeutig, wenn es fiir
jedes w € L(G) genau einen Ableitungsbaum gibt.
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Definition 59 (Wiederholung)

@ Eine kontextfreie Grammatik G heiBt eindeutig, wenn es fiir
jedes w € L(G) genau einen Ableitungsbaum gibt.

@ Eine kontextfreie Sprache L heiBt eindeutig, falls es eine
eindeutige kontextfreie Grammatik G mit L = L(G) gibt.
Ansonsten heit L inhdrent mehrdeutig.
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Definition 59 (Wiederholung)

@ Eine kontextfreie Grammatik G heiBt eindeutig, wenn es fiir
jedes w € L(G) genau einen Ableitungsbaum gibt.

@ Eine kontextfreie Sprache L heiBt eindeutig, falls es eine
eindeutige kontextfreie Grammatik G mit L = L(G) gibt.
Ansonsten heit L inhdrent mehrdeutig.

Info IV
m Ernst W. Mayr



Definition 59 (Wiederholung)

@ Eine kontextfreie Grammatik G heiBt eindeutig, wenn es fiir
jedes w € L(G) genau einen Ableitungsbaum gibt.

@ Eine kontextfreie Sprache L heiBt eindeutig, falls es eine
eindeutige kontextfreie Grammatik G mit L = L(G) gibt.
Ansonsten heit L inhdrent mehrdeutig.

Die oben angegebene Grammatik fiir L_ ist nicht eindeutig.
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4.2 Die Chomsky-Normalform
Sei G = (V, %, P, S) eine kontexfreie Grammatik.
Definition 60

Eine kontextfreie Grammatik G ist in Chomsky-Normalform, falls
alle Produktionen eine der Formen

A—a AeV,ael,
A— BC A, B,C €V, oder
S —e
haben.
Info IV 4.2 Die Chomsky-Normalform
m Ernst W. Mayr



Algorithmus zur Konstruktion einer (dquivalenten)
Grammatik in Chomsky-Normalform
Eingabe: Eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, P, S)
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Algorithmus zur Konstruktion einer (dquivalenten)
Grammatik in Chomsky-Normalform
Eingabe: Eine kontextfreie Grammatik G = (V. X, P, S)

Q@ Wir fiigen fiir jedes a € ¥ zu V ein neues Nichtterminal Y,
hinzu, ersetzen in allen Produktionen a durch Y, und fiigen
Y., — a als neue Produktion zu P hinzu.
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Algorithmus zur Konstruktion einer (dquivalenten)
Grammatik in Chomsky-Normalform
Eingabe: Eine kontextfreie Grammatik G = (V. X, P, S)

Q@ Wir fiigen fiir jedes a € ¥ zu V' ein neues Nichtterminal Y,
hinzu, ersetzen in allen Produktionen a durch Y, und fiigen
Y., — a als neue Produktion zu P hinzu.
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Algorithmus zur Konstruktion einer (dquivalenten)
Grammatik in Chomsky-Normalform
Eingabe: Eine kontextfreie Grammatik G = (V. X, P, S)

Q@ Wir fiigen fiir jedes a € ¥ zu V' ein neues Nichtterminal Y,
hinzu, ersetzen in allen Produktionen a durch Y, und fiigen
Y., — a als neue Produktion zu P hinzu.

/* linearer Zeitaufwand, GroBe vervierfacht sich hochstens */
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Algorithmus zur Konstruktion einer (dquivalenten)
Grammatik in Chomsky-Normalform
Eingabe: Eine kontextfreie Grammatik G = (V. X, P, S)

Q@ Wir fiigen fiir jedes a € ¥ zu V' ein neues Nichtterminal Y,
hinzu, ersetzen in allen Produktionen a durch Y, und fiigen
Y., — a als neue Produktion zu P hinzu.

/* linearer Zeitaufwand, GroBe vervierfacht sich hochstens */

@ Wir ersetzen jede Produktion der Form
A— B1By--- B, (r >3)
durch
A — B1Cy, Cy — ByCs,...,Ch_1 — B,_1B,,

wobei C, ..., C,_1 neue Nichtterminale sind.
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Algorithmus zur Konstruktion einer (dquivalenten)
Grammatik in Chomsky-Normalform
Eingabe: Eine kontextfreie Grammatik G = (V. X, P, S)

Q@ Wir fiigen fiir jedes a € ¥ zu V' ein neues Nichtterminal Y,
hinzu, ersetzen in allen Produktionen a durch Y, und fiigen
Y., — a als neue Produktion zu P hinzu.

/* linearer Zeitaufwand, GroBe vervierfacht sich hochstens */

@ Wir ersetzen jede Produktion der Form
A— B1By---B, (r >3)
durch
A — B1Cy, Cy — BoCs,...,Cry — BBy,

wobei Cs, ..., C,_1 neue Nichtterminale sind.
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Algorithmus zur Konstruktion einer (dquivalenten)
Grammatik in Chomsky-Normalform
Eingabe: Eine kontextfreie Grammatik G = (V. X, P, S)

Q@ Wir fiigen fiir jedes a € ¥ zu V' ein neues Nichtterminal Y,
hinzu, ersetzen in allen Produktionen a durch Y, und fiigen
Y., — a als neue Produktion zu P hinzu.

/* linearer Zeitaufwand, GroBe vervierfacht sich hochstens */

@ Wir ersetzen jede Produktion der Form
A— B1By---B, (r >3)
durch
A — B1Cy, Cy — BoCs,...,Cry — BBy,

wobei Cs, ..., C,_1 neue Nichtterminale sind.

/* linearer Zeitaufwand, GroBe vervierfacht sich héchstens */
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Q Firalle A,BeV, A# B, mit
A -1 B,
fuige fiir jede Produktion der Form
Al —-aAeP

die Produktion
A" = aB

zu P hinzu.

Info IV
m Ernst W. Mayr



Q Fiiralle A,BeV, A# B, mit
A -1 B,
fiige fiir jede Produktion der Form
Al —adeP

die Produktion
A" = aB

zu P hinzu.
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Q Fiiralle A,BeV, A# B, mit
A -1 B,
fiige fiir jede Produktion der Form
Al —adeP

die Produktion
A" = aB

zu P hinzu.

/* quadratischer Aufwand */
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Q Fiiralle A,BeV, A# B, mit
A -1 B,
fiige fiir jede Produktion der Form
Al —adeP

die Produktion
A" = aB
zu P hinzu.

/* quadratischer Aufwand */
@ Streiche alle Produktionen der Form A — B aus P.
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Q Fiiralle A,BeV, A# B, mit
A -1 B,
fiige fiir jede Produktion der Form
Al —adeP

die Produktion
A" = aB
zu P hinzu.

/* quadratischer Aufwand */
@ Streiche alle Produktionen der Form A — B aus P.
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Zusammenfassend konnen wir festhalten:

Satz 61

Aus einer kontextfreien Grammatik G = (V, X, P, S) der GréBe
s(G) kann in Zeit O(|V'| - s(G)) eine dquivalente kontextfreie
Grammatik in Chomsky-Normalform der GréBe O(|V| - s(G))
erzeugt werden.
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m

4.3 Der Cocke-Kasami-Younger-Algorithmus

Der CYK-Algorithmus entscheidet das Wortproblem fiir
kontextfreie Sprachen, falls die Sprache in Form einer Grammatik
in Chomsky-Normalform gegeben ist.
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m

4.3 Der Cocke-Kasami-Younger-Algorithmus

Der CYK-Algorithmus entscheidet das Wortproblem fiir

kontextfreie Sprachen, falls die Sprache in Form einer Grammatik
in Chomsky-Normalform gegeben ist.

Eingabe: Grammatik G = (V, 3, P,S) in Chomsky-Normalform,
w=wi...w, €5* mit der Lange n. 0.B.d.A. n > 0.
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4.3 Der Cocke-Kasami-Younger-Algorithmus

Der CYK-Algorithmus entscheidet das Wortproblem fiir
kontextfreie Sprachen, falls die Sprache in Form einer Grammatik
in Chomsky-Normalform gegeben ist.

Eingabe: Grammatik G = (V, X, P, S) in Chomsky-Normalform,
w=wi...w, €5* mit der Lange n. 0.B.d.A. n > 0.

Definition 62

Vvij ::{AEV; Aﬂwlw]}
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4.3 Der Cocke-Kasami-Younger-Algorithmus

Der CYK-Algorithmus entscheidet das Wortproblem fiir
kontextfreie Sprachen, falls die Sprache in Form einer Grammatik
in Chomsky-Normalform gegeben ist.

Eingabe: Grammatik G = (V, X, P, S) in Chomsky-Normalform,
w=wi...w, €5* mit der Lange n. 0.B.d.A. n > 0.

Definition 62

Viji={AeV; A—w;...w}.

Es ist klar, dass w € L(G) & S € Vi,,.
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Der CYK-Algorithmus berechnet alle V;; rekursiv nach
wachsendem j — i. Den Anfang machen die

Viii={AeV; A— w; € P},
der rekursive Aufbau erfolgt nach der Regel

Vij= |J {A€V; (A— BC) € PAB € VixAC € Viyn 5}
i<k<j

Info IV
m Ernst W. Mayr

fir ¢ < 7.




Der CYK-Algorithmus berechnet alle V;; rekursiv nach
wachsendem j — i. Den Anfang machen die

Viii={AeV; A— w; € P},

der rekursive Aufbau erfolgt nach der Regel

Vij= |J {A€V; (A— BC) € PAB € VixAC € Viy,;} fiiri < j.

i<k<j

Die Korrektheit dieses Aufbaus ist klar, wenn die Grammatik in
Chomsky-Normalform vorliegt.
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Zur Komplexitat des CYK-Algorithmus

Es werden ’%ﬁ Mengen V;; berechnet. Fiir jede dieser Mengen
werden | P| Produktionen und héchstens n Werte fiir k betrachtet.
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Zur Komplexitat des CYK-Algorithmus

Es werden ’%ﬁ Mengen V;; berechnet. Fiir jede dieser Mengen
werden | P| Produktionen und héchstens n Werte fiir k betrachtet.
Der Test der Bedingung (A — BC) € PAB € Vi AC € Vi j
erfordert bei geeigneter Reprasentation der Mengen V;; konstanten
Aufwand. Der Gesamtaufwand ist also O(|P|n?).
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Zur Komplexitat des CYK-Algorithmus

Es werden ’%ﬁ Mengen V;; berechnet. Fiir jede dieser Mengen
werden | P| Produktionen und héchstens n Werte fiir k betrachtet.
Der Test der Bedingung (A — BC) € PAB € Vi AC € Vi j
erfordert bei geeigneter Reprasentation der Mengen V;; konstanten
Aufwand. Der Gesamtaufwand ist also O(|P|n?).

Mit der gleichen Methode und dem gleichen Rechenaufwand kann
man zu dem getesteten Wort, falls es in der Sprache ist, auch
gleich einen Ableitungsbaum konstruieren, indem man sich bei der
Konstruktion der V;; nicht nur merkt, welche Nichtterminale sie
enthalten, sondern auch gleich, warum sie sie enthalten, d.h.
aufgrund welcher Produktionen sie in die Menge aufgenommen
wurden.

m Info IV 4.3 Der Cocke-Kasami-Younger-Algorithmus
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