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Lemma 219 (blaue Regel)

Sei G = (V, E), (W,V \ W) ein Schnitt von G (d.h. 0 £ W £ V).

Sei ferner e eine leichteste Kante € W x (V \ W) N E. Dann gibt
es einen minimalen Spannbaum von G, der e enthilt. Ist e die
einzige leichteste Kante in dem Schnitt, dann ist e in jedem
minimalen Spannbaum von G enthalten.
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Beweis:

Sei (W, V' \ W) ein Schnitt in G und e leichteste Kante in diesem
Schnitt. Sei ferner M ein minimaler Spannbaum von G, der e
nicht enthilt. Durch Hinzufiigen von e zu M entsteht (genau) ein
Kreis, der, da M ein Spannbaum ist, mindestens eine weitere
Kante f aus dem Schnitt (W, V \ W) enthilt. Entfernt man nun
f, so entsteht wieder ein Spannbaum M’, mit dem Gewicht

w(M') = w(M) = w(f) +w(e).
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Beweis:

Sei (W, V' \ W) ein Schnitt in G und e leichteste Kante in diesem
Schnitt. Sei ferner M ein minimaler Spannbaum von G, der e
nicht enthilt. Durch Hinzufiigen von e zu M entsteht (genau) ein
Kreis, der, da M ein Spannbaum ist, mindestens eine weitere
Kante f aus dem Schnitt (W, V \ W) enthilt. Entfernt man nun
f, so entsteht wieder ein Spannbaum M’, mit dem Gewicht

w(M') = w(M) = w(f) +w(e).

Falls e einzige leichteste Kante im Schnitt ist, ware
w(M') < w(M) im Widerspruch zur Tatsache, dass M minimaler
Spannbaum von G ist. O
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Der Algorithmus PrRIM(V, E, w):
W := {s} fiir ein beliebiges s € V; T := ()
initialisiere Priority-Queue-Struktur R fiir V, Schlissel p(v) von

v gleich
0 fallsv =s
p(v) = d(s,v) fallsv e Tl(s)
00 sonst
ored[v] = s- falls v € T(s)
nil  sonst

while W #V do
x := ExtractMin(R)
W =W U{a}; T :=TU{x,pred[z]}
forall vel(x)N(V\W) do
if p(v) > w(z,v) then
DecreaseKey(R, v, w(z,v)); pred[v] := x
return T’
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Der Algorithmus PrRIM(V, E, w):
W := {s} fiir ein beliebiges s € V; T := 0
initialisiere Priority-Queue-Struktur R fiir V, Schlissel p(v) von

v gleich
0 fallsv=s
p(v) = d(s,v) fallsv e Tl(s)
00 sonst
ored[s] = s- falls v € T(s)
nil sonst

while W # V do
x := ExtractMin(R)
W :=WuU{a}; T :=TU{x,pred[z]}
for all v e I'(z)N(V\ W) do
if p(v) > w(z,v) then
DecreaseKey(R, v, w(x,v)); pred[v] .=z
return T’
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Der Algorithmus PriM(V, E, w):
W := {s} fiir ein beliebiges s € V; T := 0
initialisiere Priority-Queue-Struktur R fiir V, Schlissel p(v) von

v gleich
0 fallsv=s
p(v) = d(s,v) fallsv e Tl(s)
00 sonst
ored[s] = s- falls v € T(s)
nil sonst

while W #V do
x := ExtractMin(R)
W :=WuU{a}; T :=TU{x,pred[z]}
forall vel(x)N(V\W) do
if p(v) > w(z,v) then
DecreaseKey(R, v, w(z,v)); pred[v] := x
return T’
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Der Algorithmus PriM(V, E, w):
W := {s} fiir ein beliebiges s € V; T := 0
initialisiere Priority-Queue-Struktur R fiir V, Schlissel p(v) von

v gleich
0 falls v = s
p(v) = d(s,v) fallsv e Tl(s)
00 sonst
ored[s] = s- falls v € T(s)
nil  sonst

while W # V do
x := ExtractMin(R)
W :=WuU{a}; T :=TU{x,pred[z]}
forall vel(x)N(V\W) do
if p(v) > w(z,v) then
DecreaseKey(R, v, w(z,v)); pred[v] ==z
return T’

Info IV 6.3 Minimale Spannbidume
m Ernst W. Mayr




Satz 220
Prim’s Algorithmus bestimmt einen minimalen Spannbaum des

zusammenhangenden Graphen G = (V, E) in Zeit O(m + nlogn)
(bei Vlerwendung von Fibonacci-Heaps).
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Satz 220

Prim’s Algorithmus bestimmt einen minimalen Spannbaum des
zusammenhangenden Graphen G = (V, E) in Zeit O(m + nlogn)
(bei Vlerwendung von Fibonacci-Heaps).

Beweis:
Betrachte in jeder Iteration den Schnitt (W, V \ W). Die
Korrektheit des Algorithmus folgt damit aus dem vorigen Lemma.
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Satz 220

Prim’s Algorithmus bestimmt einen minimalen Spannbaum des
zusammenhangenden Graphen G = (V, E) in Zeit O(m + nlogn)
(bei Vlerwendung von Fibonacci-Heaps).

Beweis:
Betrachte in jeder Iteration den Schnitt (W, V \ W). Die
Korrektheit des Algorithmus folgt damit aus dem vorigen Lemma.

Der Algorithmus benétigt i.W. < m DecreaseKey-Operationen und

n — 1 ExtractMin-Operationen einer Priority-Queue. Damit ergibt
sich die behauptete Zeitkomplexitat. O
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Kapitel IV Komplexitdatstheorie

1. Definitionen

Definition 221
Sei M eine deterministische Turingmaschine und ¥ = {0, 1}.

@ TIMEj/(x) := Anzahl der Schritte, die M bei Eingabe 2 € ©*
durchfiihrt
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Kapitel IV Komplexitdatstheorie

1. Definitionen

Definition 221
Sei M eine deterministische Turingmaschine und ¥ = {0, 1}.
@ TIMEj/(x) := Anzahl der Schritte, die M bei Eingabe 2 € ©*
durchfiihrt
@ DTIME(f) := Menge aller Sprachen, fiir die es eine
deterministische Mehrband-Turingmaschine M gibt mit
TIMEy/(z) < f(|z|) fur alle x € £*
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Kapitel IV Komplexitdatstheorie

1. Definitionen

Definition 221
Sei M eine deterministische Turingmaschine und ¥ = {0, 1}.
@ TIMEj/(x) := Anzahl der Schritte, die M bei Eingabe 2 € ©*
durchfiihrt
@ DTIME(f) := Menge aller Sprachen, fiir die es eine

deterministische Mehrband-Turingmaschine M gibt mit
TIMEy/(z) < f(|z|) fur alle x € ©*

o
P= |J DTIME(p)

p Polynom
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Kapitel IV Komplexitdatstheorie

1. Definitionen

Definition 221
Sei M eine deterministische Turingmaschine und X = {0, 1}.
@ TIMEj/(x) := Anzahl der Schritte, die M bei Eingabe 2 € ©*
durchfiihrt
@ DTIME(f) := Menge aller Sprachen, fiir die es eine

deterministische Mehrband-Turingmaschine M gibt mit
TIMEy/(z) < f(|z|) fur alle x € ©*

o
P= |J DTIME(p)

p Polynom
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Kapitel IV Komplexitdatstheorie

1. Definitionen

Definition 221
Sei M eine deterministische Turingmaschine und X = {0, 1}.
@ TIMEj/(x) := Anzahl der Schritte, die M bei Eingabe 2 € ©*
durchfiihrt
@ DTIME(f) := Menge aller Sprachen, fiir die es eine

deterministische Mehrband-Turingmaschine M gibt mit
TIMEy/(z) < f(|z|) fur alle x € ©*

o
P= |J DTIME(p)
p Polynom
P ist die Menge der polynomiell |6sbaren Probleme und wird
allgemein mit der Klasse der effizient |6sbaren Probleme
gleichgesetzt.
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Beispiel 222 (Probleme in P)
@ 2-COLORING: Gegeben ein Graph G = (V, E), ist x(G) < 27
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Beispiel 222 (Probleme in P)

@ 2-COLORING: Gegeben ein Graph G = (V, E), ist x(G) < 27
2-COLORING € P, da x(G) < 2 gdw G bipartit.
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Beispiel 222 (Probleme in P)

@ 2-COLORING: Gegeben ein Graph G = (V, E), ist x(G) < 27
2-COLORING € P, da x(G) < 2 gdw G bipartit.

@ Shortest-Distance: Gegeben ein gewichteter Digraph
G =(V,E,d), s,t € V und eine Zahl D, ist die Entfernung
von s nach tin G < D?
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Beispiel 222 (Probleme in P)

@ 2-COLORING: Gegeben ein Graph G = (V, E), ist x(G) < 27
2-COLORING € P, da x(G) < 2 gdw G bipartit.

@ Shortest-Distance: Gegeben ein gewichteter Digraph
G =(V,E,d), s,t € V und eine Zahl D, ist die Entfernung
von s nach tin G < D?

Die Frage kann z.B. mit Dijkstra's Algorithmus in
polynomieller Zeit entschieden werden.
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Beispiel 222 (Probleme in P)

@ 2-COLORING: Gegeben ein Graph G = (V, E), ist x(G) < 27
2-COLORING € P, da x(G) < 2 gdw G bipartit.

@ Shortest-Distance: Gegeben ein gewichteter Digraph
G =(V,E,d), s,t € V und eine Zahl D, ist die Entfernung
von s nach tin G < D?

Die Frage kann z.B. mit Dijkstra's Algorithmus in
polynomieller Zeit entschieden werden.
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Definition 223
Sei N eine nichtdeterministische Turingmaschine. Dann

minimale Anzahl der
Schritte, die N benétigt, falls x € L(N)

TIMEn(2) == { um 2 € ¥ zu akzeptieren

0 sonst
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Definition 223
Sei N eine nichtdeterministische Turingmaschine. Dann

minimale Anzahl der
Schritte, die N benétigt, falls z € L(N)

TIMEN(2) :== { um 2 € ¥* zu akzeptieren

0 sonst

@ NTIME(f) := Menge aller Sprachen, fiir die es eine
nichtdeterministische Mehrband-Turingmaschine N gibt mit
TIMEN(z) < f(|z]) fur alle x € £*
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Definition 223
Sei N eine nichtdeterministische Turingmaschine. Dann

minimale Anzahl der
Schritte, die N benétigt, falls z € L(N)

TIMEn(2) == { um 2 € ¥* zu akzeptieren

0 sonst

@ NTIME(f) := Menge aller Sprachen, fiir die es eine
nichtdeterministische Mehrband-Turingmaschine N gibt mit
TIMEN(x) < f(|z|) fiir alle x € X*

o
NP =[] NTIME(p)

p Polynom
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Definition 223
Sei N eine nichtdeterministische Turingmaschine. Dann

minimale Anzahl der
Schritte, die N benétigt,  falls x € L(N)

TIMEn(2) == { um 2 € ¥* zu akzeptieren

0 sonst

@ NTIME(f) := Menge aller Sprachen, fiir die es eine
nichtdeterministische Mehrband-Turingmaschine N gibt mit
TIMEN(x) < f(|z|) fiir alle x € X*

o
NP= | NTIME(p)

p Polynom
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Man beachte, da wir bei nichtdeterministischen Maschinen i.W. an
akzeptierenden Berechnungen interessiert sind, die etwas
ungewdhnliche Festlegung fiir z ¢ L(N).

Info IV
m Ernst W. Mayr




Man beachte, da wir bei nichtdeterministischen Maschinen i.W. an
akzeptierenden Berechnungen interessiert sind, die etwas
ungewdhnliche Festlegung fiir z ¢ L(INV).

Eine alternative Definition fiir NP ist

Definition 224
NP ist die Klasse der Probleme L, fiir die es ein Pridikat P € P
und ein Polynom p gibt, so dass

(Ve e 2 [z e L (Fy e )yl < p(lz]) A P(z,y)]]
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Beispiel 225 (Probleme in N'P)
@ /-COLORING: Gegeben ein Graph G = (V, E), ist x(G) < k?
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Beispiel 225 (Probleme in N'P)

@ k-COLORING: Gegeben ein Graph G = (V, E), ist x(G) < k?
k-COLORING ist in N'P, da eine nichtdet. TM eine giiltige
k-Féarbung raten und dann verifizieren kann (in der

alternativen Definition ware y die Beschreibung einer solchen
k-Farbung!)
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Beispiel 225 (Probleme in N'P)

@ k-COLORING: Gegeben ein Graph G = (V, E), ist x(G) < k?
k-COLORING ist in NP, da eine nichtdet. TM eine giiltige
k-Farbung raten und dann verifizieren kann (in der
alternativen Definition ware y die Beschreibung einer solchen
k-Farbung!)

@ COLORING: Gegeben ein Graph G = (V,E) und k € N, ist
X(G) < k7?
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Beispiel 225 (Probleme in N'P)

m

@ k-COLORING: Gegeben ein Graph G = (V, E), ist x(G) < k?
k-COLORING ist in NP, da eine nichtdet. TM eine giiltige
k-Farbung raten und dann verifizieren kann (in der
alternativen Definition ware y die Beschreibung einer solchen
k-Farbung!)

e COLORING: Gegeben ein Graph G = (V,E) und k € N, ist
X(G) < k?

Begriindung i.W. wie oben; hier ist jedoch k Teil der
Probleminstanz, also der Eingabe!
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Beispiel 225 (Probleme in N'P)

m

@ k-COLORING: Gegeben ein Graph G = (V, E), ist x(G) < k?
k-COLORING ist in NP, da eine nichtdet. TM eine giiltige
k-Farbung raten und dann verifizieren kann (in der
alternativen Definition ware y die Beschreibung einer solchen
k-Farbung!)

e COLORING: Gegeben ein Graph G = (V,E) und k € N, ist
X(G) < k?

Begriindung i.W. wie oben; hier ist jedoch k Teil der
Probleminstanz, also der Eingabe!

@ SAT: Gegeben eine boolesche Formel I, hat I eine erfiillende
Belegung?
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Beispiel 225 (Probleme in N'P)

m

@ k-COLORING: Gegeben ein Graph G = (V, E), ist x(G) < k?

k-COLORING ist in NP, da eine nichtdet. TM eine giiltige
k-Féarbung raten und dann verifizieren kann (in der
alternativen Definition wire y die Beschreibung einer solchen
k-Farbung!)

COLORING: Gegeben ein Graph G = (V, E) und k € N, ist
X(G) < k7?

Begriindung i.W. wie oben; hier ist jedoch k Teil der
Probleminstanz, also der Eingabe!

SAT: Gegeben eine boolesche Formel F', hat F' eine erfiillende
Belegung?

Eine nichtdet. TM kann einfach eine erfiillende Belegung, falls
eine solche existiert, raten und verifizieren.
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Beispiel 225 (Probleme in N'P)

m

@ k-COLORING: Gegeben ein Graph G = (V, E), ist x(G) < k?

k-COLORING ist in N'P, da eine nichtdet. TM eine giiltige
k-Féarbung raten und dann verifizieren kann (in der
alternativen Definition wire y die Beschreibung einer solchen
k-Farbung!)

COLORING: Gegeben ein Graph G = (V, E) und k € N, ist
X(G) < k7?

Begriindung i.W. wie oben; hier ist jedoch k Teil der
Probleminstanz, also der Eingabe!

SAT: Gegeben eine boolesche Formel F', hat F' eine erfiillende
Belegung?

Eine nichtdet. TM kann einfach eine erfiillende Belegung, falls
eine solche existiert, raten und verifizieren.
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Eine der wichtigsten offenen Fragen der Informatik (und nicht nur
der Theoretischen Informatik!) ist

P="NP
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Eine der wichtigsten offenen Fragen der Informatik (und nicht nur
der Theoretischen Informatik!) ist

P="NP

Eine der wichtigsten offenen Fragen der Theoretischen Informatik
ist
Wie kénnte man P # NP beweisen?
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2. N'P-Volistandigkeit

Definition 226

Seien A C Y* und B C I'* Sprachen. Dann heit A polynomiell
reduzierbar auf B (polynomiell many-one-reduzierbar; i.Z. A <, B
oder A jg"l B oder auch A <, B), falls es eine polynomiell
berechenbare totale Funktion f : X* — I'* gibt, so dass gilt

(Vz e X))z € A& f(x) € BJ
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2. N'P-Volistandigkeit

Definition 226

Seien A C Y* und B C I'* Sprachen. Dann heit A polynomiell

reduzierbar auf B (polynomiell many-one-reduzierbar; i.Z. A <, B

oder A jg"l B oder auch A <, B), falls es eine polynomiell

berechenbare totale Funktion f : X* — I'* gibt, so dass gilt
(Vze)[re As f(x) € B]

Bemerkungen:
© Die Relation =, ist transitiv, d.h.

A=, BAB=,C=A=,C
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2. N'P-Volistandigkeit

Definition 226

Seien A C Y* und B C I'* Sprachen. Dann heit A polynomiell
reduzierbar auf B (polynomiell many-one-reduzierbar; i.Z. A <, B
oder A jg"l B oder auch A <, B), falls es eine polynomiell
berechenbare totale Funktion f : ¥* — [* gibt, so dass gilt

(Vz e X))z € A& f(x) € BJ

Bemerkungen:
@ Die Relation =, ist transitiv, d.h.

A=, BAB=,C=A=,C

2
A2, BANBeP=AcP
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2. N'P-Volistandigkeit

Definition 226

Seien A C Y* und B C I'* Sprachen. Dann heit A polynomiell
reduzierbar auf B (polynomiell many-one-reduzierbar; i.Z. A <, B
oder A jg"l B oder auch A <, B), falls es eine polynomiell
berechenbare totale Funktion f : ¥* — [* gibt, so dass gilt

(Vze)[re As f(x) € B]
Bemerkungen:
@ Die Relation =, ist transitiv, d.h.
A=, BANB=X,C=A=X,C
(2]
A=, BANBeP=AcP

o
A=, BABeNP=AecNP
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2. N'P-Vollistandigkeit

Definition 226

Seien A C Y* und B C I'* Sprachen. Dann heit A polynomiell
reduzierbar auf B (polynomiell many-one-reduzierbar; i.Z. A <, B
oder A jp’“‘l B oder auch A <, B), falls es eine polynomiell
berechenbare totale Funktion f : ¥* — [* gibt, so dass gilt

(VzeX)xr e Ae f(z) € B
Bemerkungen:
© Die Relation =<, ist transitiv, d.h.
A=, BANB=X,C=A=X,C
(2]
A=, BANBeP=AcP

o
A=<, BABeNP=AecNP
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Definition 227

@ Eine Sprache A heit N'P-schwer (oder N'P-hart, engl.
NP-hard), falls fiir alle Sprachen B aus N'P gilt:

B=,A
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Definition 227

© Eine Sprache A heit N'P-schwer (oder N'P-hart, engl.
NP-hard), falls fiir alle Sprachen B aus N'P gilt:

B=,A

@ Eine Sprache A heiBt N'P-vollstindig (engl. N’P-complete),
falls A € NP und A N'P-schwer ist.
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Definition 227

@ Eine Sprache A heiBt N'P-schwer (oder N'P-hart, engl.
NP-hard), falls fiir alle Sprachen B aus N'P gilt:

B=,A

@ Eine Sprache A heit N'P-vollstandig (engl. N"P-complete),
falls A € NP und A N'P-schwer ist.
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Definition 227

@ Eine Sprache A heiBt N'P-schwer (oder N'P-hart, engl.
NP-hard), falls fiir alle Sprachen B aus N'P gilt:

B=,A

@ Eine Sprache A heit N'P-vollstandig (engl. N"P-complete),
falls A € NP und A N'P-schwer ist.

Intuitiv sind die N'P-vollstindigen Probleme die “schwersten”
Probleme in AP
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Definition 227
@ Eine Sprache A heiBt N'P-schwer (oder N'P-hart, engl.
NP-hard), falls fiir alle Sprachen B aus N'P gilt:

B=,A

@ Eine Sprache A heiBt N'P-vollstindig (engl. NP-complete),
falls A € NP und A N'P-schwer ist.

Intuitiv sind die N"P-vollstindigen Probleme die “schwersten”
Probleme in AP

NP-harte Probleme sind “mindestens so schwer” wie alle
Probleme in A/P, miissen aber selbst nicht in AP sein, kdnnen
also noch viel hohere Komplexitdt haben.

Info IV 2 N P-Vollstindigkeit
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Satz 228
SAT ist N'P-vollstandig.
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Satz 228
SAT ist N'P-vollstandig.

Beweis:
Offensichtlich ist SAT € N'P.
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Satz 228
SAT ist N'P-vollstandig.

Beweis:
Offensichtlich ist SAT € N'P.

Es bleibt zu zeigen, dass SAT N'P-hart ist, d.h. VL € N'P
L =, SAT.
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Satz 228
SAT ist N'P-vollstandig.

Beweis:
Offensichtlich ist SAT € NP.

Es bleibt zu zeigen, dass SAT A'P-hart ist, d.h. VL € NP
L <, SAT.

Wir tun dies, indem wir die Berechnung einer nichtdet. TM so in
einer Formel kodieren, dass diese genau dann erfiillbar ist, wenn die
Maschine in polynomiell vielen Schritten akzeptiert.
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Beweis:
Fiir jedes L € N'P gibt es eine Maschine M und ein Polynom p, so
dass (Vz € X*) [TIMEp(x) < p(|x])].
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Beweis:
Fiir jedes L € N'P gibt es eine Maschine M und ein Polynom p, so

dass (Vo € ¥*) [TIME(z) < p(|z])]-

Fiir die Reduktion zeigen wir jetzt, wie man daraus eine Formel F'
von polynomieller GréBe ¢ konstruiert mit

r=x1--xp €L gdw F ist erfiillbar

Info IV
m Ernst W. Mayr



Beweis:
Fiir jedes L € N'P gibt es eine Maschine M und ein Polynom p, so
dass (Vz € X*) [TIMEp(x) < p(|x])].

Fiir die Reduktion zeigen wir jetzt, wie man daraus eine Formel F'
von polynomieller GréBe ¢ konstruiert mit

r=x1--xp €L gdw F ist erfiillbar

Die Formel F' besteht aus mehreren Teilen:

F=RNANUANE
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Beweis:
Wir fiihren folgende Variablen ein:
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Beweis:
Wir fiihren folgende Variablen ein:

e B;, — die i-te Zelle des Bandes enthalt zum Zeitpunkt ¢ das
Symbol s,
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Beweis:
Wir fiihren folgende Variablen ein:

e B;, — die i-te Zelle des Bandes enthalt zum Zeitpunkt ¢ das
Symbol s,

e 7 — die Turingmaschine befindet sich zum Zeitpunkt ¢ in
Zustand ¢,
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Beweis:
Wir fiihren folgende Variablen ein:
e B;, — die i-te Zelle des Bandes enthalt zum Zeitpunkt ¢ das
Symbol s,
e 7 — die Turingmaschine befindet sich zum Zeitpunkt ¢ in
Zustand ¢,
e P} — der Schreib-/Lesekopf der Turingmaschine befindet sich
zum Zeitpunkt ¢ an Position 1.
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Beweis:
Wir fiihren folgende Variablen ein:
e B;, — die i-te Zelle des Bandes enthalt zum Zeitpunkt ¢ das
Symbol s,
e 7 — die Turingmaschine befindet sich zum Zeitpunkt ¢ in
Zustand ¢,
e P} — der Schreib-/Lesekopf der Turingmaschine befindet sich
zum Zeitpunkt ¢ an Position 1.

Fiir |z| =n sei £ = p(n). Dannist 1 <t <t —{<i<f qeQ
und s € X.
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Beweis:
Wir fiihren folgende Variablen ein:
e B;, — die i-te Zelle des Bandes enthalt zum Zeitpunkt ¢ das
Symbol s,
e 7 — die Turingmaschine befindet sich zum Zeitpunkt ¢ in
Zustand ¢,
e P} — der Schreib-/Lesekopf der Turingmaschine befindet sich
zum Zeitpunkt ¢ an Position 1.

Fiir |z| =n sei f =p(n). Dannist 1 <t <{, —t<i<f qgeQ
und s € 2.

Insgesamt haben wir also nur O(£2) = O(p(n)?) viele Variablen.

Info IV
m Ernst W. Mayr



Beweis:
Die Teilformel R gibt die Randbedingungen, dass

Info IV
m Ernst W. Mayr




Beweis:
Die Teilformel R gibt die Randbedingungen, dass

@ die Turingmaschine zu jedem Zeitpunkt ¢ auf genau einem
Feld i steht

A (v ) (ar=n))
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Beweis:
Die Teilformel R gibt die Randbedingungen, dass

@ die Turingmaschine zu jedem Zeitpunkt ¢ auf genau einem
Feld i steht

A (v ) (preer)

@ die Turingmaschine zu jedem Zeitpunkt ¢ in genau einem
Zustand g ist

/\ ((\/ Zf) A (/\ zZ} :>ﬂZf,)) und
1<t<t q€Q qa#q’
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Beweis:
Die Teilformel R gibt die Randbedingungen, dass

@ die Turingmaschine zu jedem Zeitpunkt ¢ auf genau einem
Feld i steht

A (v ) (pmeer))

@ die Turingmaschine zu jedem Zeitpunkt ¢ in genau einem
Zustand g ist

/\ ((\/ Zf) A (/\ zZ} :>ﬂZf,>) und
1<t<t q€Q qa#q’

© zu jedem Zeitpunkt ¢ an jeder Bandposition ¢ genau ein
Symbol s steht

A () (e )

<t
i<t
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Beweis:

Die Teilformel A gibt die Anfangsbedingung, dass zum Zeitpunkt 1
die Turingmaschine im Startzustand gp an Position 1 des Bandes
ist und auf dem Band die Eingabe z1- - -x,, steht:

q0 1 T; O
zenpin N\ Biin o N\ B,
1<i<n —i<i<1v
n<i<t

wobei [J das Leerzeichen ist.

Info IV
m Ernst W. Mayr




Beweis: )
Die Teilformel U stellt sicher, dass die Ubergdnge zwischen zwei

Zeitpunkten ¢ und ¢ 4 1 entsprechend der Ubergangsrelation
§:Q x ¥ — 2@x2x{=L01} der Turingmaschine sind.
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Beweis: )
Die Teilformel U stellt sicher, dass die Ubergdnge zwischen zwei

Zeitpunkten ¢ und ¢ + 1 entsprechend der Ubergangsrelation
§:Q x ¥ — 2@x2x{=L01} der Turingmaschine sind. Die
Teilformel U ergibt sich aus der Konjunktion von

(=P A Bfy = By41)
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Beweis:

Die Teilformel U stellt sicher, dass die Uberginge zwischen zwei
Zeitpunkten ¢ und ¢ + 1 entsprechend der Ubergangsrelation
§:Q x ¥ — 2@x2x{=L01} der Turingmaschine sind. Die
Teilformel U ergibt sich aus der Konjunktion von

(=P A B3y = Bji11)
und

P{ A V (Bis,t N8 = Bfia A th-l|-1 A Ptif)
(¢',8",d)€d(q,5)
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Beweis:

Die Teilformel U stellt sicher, dass die Uberginge zwischen zwei
Zeitpunkten ¢ und ¢ + 1 entsprechend der Ubergangsrelation
§:Q x ¥ — 2@x2x{=L01} der Turingmaschine sind. Die
Teilformel U ergibt sich aus der Konjunktion von

(=P A B3y = Bji11)
und

P{ A V (Bz's,t N8 = Bfia A th-l|-1 A PZI:?)
(¢',8",d)€d(q,5)

firallel <t<+{undalle —f<i<ft.
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Beweis:

Die Teilformel £ modelliert schlieBlich die Bedingung, dass die
Turingmaschine einen akzeptierenden Zustand erreicht.
0.B.d.A. nehmen wir an, dass M nach Erreichen eines
Endzustandes in diesem verbleibt, d.h. fiir alle ¢ € F, s € ¥ gilt
(¢,5,0) € 6(q,s). Dann ist E geben durch:

q
V
qeE
1<t<i
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Beweis:

Die Teilformel £ modelliert schlieBlich die Bedingung, dass die
Turingmaschine einen akzeptierenden Zustand erreicht.
0.B.d.A. nehmen wir an, dass M nach Erreichen eines
Endzustandes in diesem verbleibt, d.h. fiir alle ¢ € F, s € ¥ gilt
(¢,5,0) € 6(q,s). Dann ist E geben durch:

q
V 7
qeFE
1<t<i

Daher ergibt sich:

x € L gdw F ist erfiillbar.
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Beweis:

Die Teilformel £ modelliert schlieBlich die Bedingung, dass die
Turingmaschine einen akzeptierenden Zustand erreicht.
0.B.d.A. nehmen wir an, dass M nach Erreichen eines
Endzustandes in diesem verbleibt, d.h. fiir alle ¢ € F, s € ¥ gilt
(¢,5,0) € 6(q,s). Dann ist E geben durch:

q
V
qeE
1<t<i

Daher ergibt sich:

x € L gdw F ist erfiillbar.

Beachte: Fiir n = |z| hat F' die GréBe O(p(n)3).
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Definition 229

3SAT ist die Menge der booleschen Formeln in konjunktiver
Normalform, die in jeder Klausel hochstens drei Literale enthalten
und die erfiillbar sind.
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Definition 229
3SAT ist die Menge der booleschen Formeln in konjunktiver
Normalform, die in jeder Klausel hochstens drei Literale enthalten

und die erfiillbar sind.

Satz 230
3SAT ist N'P-vollstindig.
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Beweis:
Offensichtlich ist 3SAT € N'P.
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Beweis:
Offensichtlich ist 3SAT € N'P.

Es bleibt zu zeigen, dass 3SAT NP-schwer ist.
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Beweis:
Offensichtlich ist 3SAT € NP.

Es bleibt zu zeigen, dass 3SAT NP-schwer ist.

Wir tun dies, indem wir SAT polynomiell auf 3SAT reduzieren.
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Beweis:

Sei F’ eine beliebige boolesche Formel in konjunktiver Normalform.

Wir ersetzen jede Klausel
(1 Vo2 V... Vag)
(x; bezeichnet hier ein beliebiges Literal) durch
(1 Voo V)N (Vo3 Ve)A o A (g2 Vogp—1 V),

wobei zp,...,2r_> neue Variable sind.
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Beweis:

Sei F’ eine beliebige boolesche Formel in konjunktiver Normalform.

Wir ersetzen jede Klausel
(1 Vaa V...V
(x; bezeichnet hier ein beliebiges Literal) durch
(1 Vo V)N (Vo3 V)N A (Zr—2 Vxp—1 VaK),

wobei 27,..., zp_» neue Variable sind.
Es gibt eine Belegung fiir die z;, so dass alle Klauseln erfiillt sind,
gdw mindestens eines der Literale z; wahr ist.
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Beweis:
Sei F’ eine beliebige boolesche Formel in konjunktiver Normalform.
Wir ersetzen jede Klausel

(:El\/azg\/...\/xk)
(x; bezeichnet hier ein beliebiges Literal) durch
(271 V o \/ZQ)/\(E\/:U3\/Z3)/\ A(zk,2ka,1 \/{Bk),

wobei 2y, ..., 2zr_> neue Variable sind.

Es gibt eine Belegung fiir die z;, so dass alle Klauseln erfiillt sind,
gdw mindestens eines der Literale z; wahr ist.

Die GroBe der konstruierten Formel ist polynomiell in der GroBe der
Ausgangsklausel. Daraus folgt, dass die obige Umformung eine
=p-Reduktion ist. O
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Satz 231
3-COLORING ist N'P-vollstandig.
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Beweis:
Es ist wiederum klar, dass 3-COLORING € N P.
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Beweis:
Es ist wiederum klar, dass 3-COLORING € N P.

Um zu zeigen, dass 3-COLORING N P-schwer ist, reduzieren wir
3SAT auf 3-COLORING.
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Beweis:
Es ist wiederum klar, dass 3-COLORING € N P.

Um zu zeigen, dass 3-COLORING NP-schwer ist, reduzieren wir

3SAT auf 3-COLORING.
Sei also eine boolesche Formel mit den Literalen x1,71,...,2n, Tn

und den Klauseln ¢y, ..., ¢, gegeben.
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Beweis:
Wir konstruieren dazu folgenden Graphen:
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Beweis:
Wir konstruieren dazu folgenden Graphen:

Die ersten beiden Klauseln sind hier

ci=x1VxIV I3

co=a1VI3V T,
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Beweis:
Um zu erzwingen, dass alle Variablen nur mit Farben € {0, 1}

gefarbt werden, verbinden wir alle “Literal”-Knoten mit einem
zusatzlichen Knoten, der (per Vereinbarung) die Farbe 2 erhilt.
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Beweis:

Wie am Beispiel der Klausel ¢, ersichtlich, muss der unterste
Knoten (der Ausgang) der Klausel die Farbe 0 erhalten, falls alle
Literale der Klausel die Farbe 0 haben.
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Beweis:

Wie am Beispiel der Klausel ¢, ersichtlich, muss der unterste
Knoten (der Ausgang) der Klausel die Farbe 0 erhalten, falls alle
Literale der Klausel die Farbe 0 haben.

Falls nicht alle Literale einer Klausel die Farbe 0 haben, kann der
Ausgang der Klausel, wie am Beispiel von c; ersichtlich, mit der
Farbe 2 gefarbt werden.
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Beweis:

Wie am Beispiel der Klausel ¢, ersichtlich, muss der unterste
Knoten (der Ausgang) der Klausel die Farbe 0 erhalten, falls alle
Literale der Klausel die Farbe 0 haben.

Falls nicht alle Literale einer Klausel die Farbe 0 haben, kann der
Ausgang der Klausel, wie am Beispiel von c; ersichtlich, mit der
Farbe 2 gefarbt werden.

Wir fiihren nun noch einen weiteren Hilfsknoten ein, der (per
Vereinbarung) mit der Farbe 0 gefarbt wird (ansonsten werden die
Farben wie angegeben umbenannt). Damit ergibt sich:
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Beweis:

und es gilt: F erfiillbar <= G mit 3 Farben farbbar. O
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