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Kapitel 1
Einleitung

Die Vorlesung wird sowohl grundlegende randomisierte Algorithmen fiir verschiedene Bereiche
vorstellen, als auch Methoden und Werkzeuge zur Analyse von randomisierten Algorithmen
vermitteln.

Literatur: Motwani/Raghavan, Randomized Algorithms, Cambridge University Press, 1995.

1.1 Vorteile randomisierter Algorithmen

Prinzipiell bieten randomisierte Algorithmen sowohl Vorteile hinsichtlich der Effizienz — sie
haben im Vergleich zu deterministischen Algorithmen h#ufig eine bessere Laufzeit und einen
besseren Speicherplatzbedarf — als auch hinsichtlich der Einfachheit — sie sind oft einfacher zu
implementieren.

Prinzipien (nach Motwani/Raghavan)

e foiling an adversary (dt. Vereitelung der Angriffe eines Gegners):
Das Problem wird als Spiel zwischen dem Algorithmendesigner und einem natiirlichen
Gegner (die Schwierigkeit des Problems) aufgefasst. Wegen der Randomisierung kann der
Gegner nicht alle Schritte kennen und hat daher Probleme, eine worst-case-Fingabe zu
konstruieren.

e random sampling (dt. Zufallsstichproben):
Eine kleine Menge eines grofien Suchraums kann stellvertetend &hnliche Eigenschaften wie
die gesamte Menge haben.

e abundance of witnesses (dt. Uberfluss an Zeugen)

e fingerprinting and hashing (dt. Signaturen und Fingerabdriicke):
Grofle Objekte werden durch kleine Objekte dargestellt. Z.B. wird bei einem Vergleich von
groflen Dateien erst die Dateigrofie verglichen oder allgemeiner die Werte einer Hashfunk-
tion, die auf die Dateien angewendet wurde. Dieses Vorgehen spielt als CRC-Check bei der
Dateniibertragung eine wichtige Rolle.

e random reordering (dt. zufillige Umordnung):
Mit hoher Wahrscheinlichkeit werden worst-case-Eingaben ausgeschlossen.

e load balancing (dt. Lastbalancierung):
Man versucht die auftretende Last gleichméBig, z.B. auf mehrere Prozessoren, zu verteilen.

o rapidly mizing Markov chains (dt. schnell mischende Markovketten):
Ein Markovprozess wird zur Erzeugung einer guten Stichprobe genutzt.
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e isolation and symmetry breaking (dt. Isolierung und Aufbrechen von Symmetrien):
Dieses Prinzip stellt ein gutes Mittel bei parallelen Algorithmen dar.

e probabilistic methods and existence proofs (dt. probabilistische Methoden und Existenzbe-
weise):
Ziel ist der Nachweis, dass ein Algorithmus ein Objekt mit bestimmten Eigenschaften mit
Wahrscheinlichkeit grofier 0 berechnet.

Randbemerkung: Manche Autoren bevorzugen den Ausdruck ,probabilistische Algorithmen*
gegeniiber dem Ausdruck ,randomisierte Algorithmen®.

1.2 Einfache Begriffe aus der Wahrscheinlichkeitstheorie

Mathematische Formulierung fiir den Ausgang eines Zufallsversuchs ist die Zufallsvariable (ZV).
Fiir uns reicht folgende Definition:

1.1 Definition (ZV). Eine Zufallsvariable X ist gegeben durch eine Trigermenge M x und durch
eine Abbildung
p: Mx — [0,1] mit Z p(m) = 1.

meMx

1.2 Definition (Erwartungswert). Fiir eine Zufallsvariable X, deren Trégermenge My eine
Teilmenge der reellen Zahlen ist, kann man den Erwartungswert definieren:

E[X]:= Z p(m) - m.

meMx
1.3 Beispiel. E[Wiirfel] = 14324+ -6 =3.5.

Bei unendlichen Mengen muss man natiirlich darauf achten, ob die unendliche Summe konver-
giert oder nicht. Wir werden typischerweise mit hochstens abzéhlbar unendlichen Trigermengen
zu tun haben.

Bemerkung: Wenn eine Zufallsvariable X die Trigermenge Mx = {0, 1} hat, dann gilt E [X] =
Prob(X =1)-1+Prob(X =0)-0=Prob (X =1).

Linearitét des Erwartungswertes: Erwartungswerte verhalten sich bei Addition linear. Seien
X1 und X5 Zufallsvariablen, dann ist

E[X; + X3] =E[Xi1]+ E[X3].
Dies gilt auch fiir nicht unabhdingige Zufallsvariable. Im Vergleich dazu bei der Multiplikation:

E[X; - Xo] = E[X4] - E[X,] gilt nur fir unabhdngige Zufallsvariable.

1.4 Beispiel. 40 Matrosen kehren in ihre 40 Kajiiten zuriick, jeder wihlt geméifl Gleichverteilung
eine Kajiite. Wie viele erwarten wir in der richtigen, d.h. ihrer eigenen Kajiite? Um dieses zu
berechnen, definieren wir so genannte , Indikatorvariablen®, die nur die Werte 0 oder 1 annehmen
koénnen:

1, falls Matrose ¢ in (richtiger) Kajiite 4.

Y; =

0 sonst.

Fiir uns interessant:
1 39

E[Y1+---+Yn]=E[Y1]+---—|—E[Yn]=4O-E[Y1]=4O-[4—0-1+4—0-0]:1.



Eine kompliziertere Rechnung iiber die Definition des Erwartungswertes hétte vielleicht wie folgt
ausgesehen:

40 9740 1\ /39\%0-
Prob i gehen in richtige Kajiite) - i = ) =] 1= i=...7
; rob (genau 7 gehen in richtige Kajiite) - ¢ ; ( ; ) <40) (4()) 1

1.5 Beispiel. Angenommen, man hat ein Ereignis, das mit Wahrscheinlichkeit p eintritt. Wie
grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei n durchgefithrten Versuchen das Ereignis ungerade oft
eintritt? Die Definition des Erwartungswertes fithrt zu folgendem Ansatz:

n
Z <T;)~pi-(1—p)”i=...?
i=1,

i ungerade

Uber die Linearitit des Erwartungswertes gelangt man eleganter zu folgender allgemeineren
Aussage:

1.6 Satz. Gegeben seien n unabhingige Zufallsvariablen yi,ys, .. .,yn mit Prob (y; = —1) = p;
und Prob (y; = 1) =1 —p;. Dann gilt:
1T, 2m)

Prob (y1 - y2 - yn = —1) 2 5 .

Beweis: Es ist E[y;] = p; - (1) + (1 — p;) - (+1) = 1 — 2p;. Wegen der Unabhéngigkeit der y;
folgt:

Efyi-yo---ya] =Ey1] - Efpo] - Elya) = [J(1 - 2p0).
i=1
Andererseits kann die Zufallsvariable y; - - -y, nur die Werte 1 oder —1 annehmen, wir erhalten
also:

Elyi-y2---yn] = (=1)-Prob(y1---yp=-1)+1-(1—Prob(y1 -y, = —1))
= 1-2-Prob(y;- -y, =-1)
1—Ely; - yn

O

Was hat diese Aussage mit unserer Fragestellung zu tun? Um den Zusammenhang herzustellen,
definieren wir y;= — 1, falls im i-ten Versuch das Ereignis eintritt, y;= + 1 sonst. Da y1 -- -y,
nur —1 ist, wenn ungerade viele der y; den Wert —1 haben, gilt
1—(1-2p)"
Prob (das Ereignis tritt ungerade oft auf) = %
1.7 Beispiel. Wiirfel: p = %, n=11— ﬁ ~ 0.49 ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei 11
Wiirfelexperimenten die Zahl 6 ungerade oft gewiirfelt wird.

Fazit: Erwartungswerte kénnen das Leben leichter machen.
Achtung: E[X; - X5] # E[X;] - E[X3], falls X; und X5 nicht unabhingig voneinander sind.
Beispiel dazu:

X7 = Wiirfelversuch mit 6-seitigem Wiirfel.
X = X
EX;-Xs] = +-1-1)4+2-(2:2)4+--+%-(6-6)~15.17

Andererseits ist E [X;] - E[Xs] = 3.5-3.5 = 12.25. Ubrigens gilt auch fiir Konstanten c:
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e E[X+¢=E[X]+¢
e E[X . ¢]=c E[X]

1.3 Ein einfacher randomisierter Algorithmus fiir das Pro-
blem ,,Independent Set*

In einem ungerichteten Graphen G = (V, E) mit |V| = n und |E| = m hei8t eine Menge I C V
unabhiingig (bzw. ,Independent Set*), wenn es auf ihr keine Kante aus F gibt.

Es gibt einen (deterministischen) Greedy-Algorithmus, der fiir ungerichtete Graphen eine un-
abhéngige Menge der Kardinalitdt mindestens n/(dgwg + 1) berechnet, wenn dg.y = sz der
Durchschnittsgrad der Knoten im Graphen ist. In diesem Abschnitt wollen wir uns einen ran-
domisierten Algorithmus fiir Independent Set ansehen, um daran den Umgang mit Erwartungs-
werten zu iiben.

1.8 Behauptung. Sei G ein ungerichteter Graph auf n Knoten mit einem Durchschnittsgrad
von dqvg > 1. Es gibt einen randomisierten Algorithmus, der eine unabhéngige Menge in G
berechnet, die im Erwartungswert mindestens ﬁ viele Knoten enthélt.

Beweis: Der Algorithmus arbeitet wie folgt. Er wihlt zunéchst eine Teilmenge I C V. Dazu
startet er mit I = () und fiigt (der Reihe nach) Knoten ¢ mit Wahrscheinlichkeit p; in die Menge
I ein. Nachdem I gewéhlt wurde, entfernt er fiir jede Kante, die es auf der Menge I gibt, einen
der beiden inzidenten Knoten.

Resultat: I* C V ist unabhingige Menge. Wie grof§ ist E[|I*|]? Wie viele Knoten haben wir
aus I entfernt? Hochstens so viele, wie es Kanten auf I gegeben hat. (Manchmal sogar weniger,
wenn z.B. mit einem Knoten mehrere Kanten wegfallen.)

E[|I*]] = E][|I| — Anzahl entfernter Knoten]

> E[|I| — Anzahl Kanten auf der Menge I

= E[|I]] — E[Anzahl Kanten auf der Menge I

=pitp2t-+pn — > pip;

{i,j}€E
Der letzte Term erkléirt sich dabei wie folgt: Eine Kante {4, j} ,iiberlebt*, wenn beide Endpunkte
in die Menge I aufgenommen worden sind, d.h. mit Wahrscheinlichkeit p; - p;. Summiert iiber
alle Kanten ergibt sich eine erwartete Kantenanzahl von ). p; - p;.
{i,j}€E

Die Frage ist nun: Wie wéhlen wir die p;? Um den Satz zu beweisen, setzen wir alle p; auf den
gleichen Wert: V1 <i<n:p;, =p.
Dann erhalten wir als Ergebnis E[|I*]] > p-n — p? - m und kénnen die rechte Seite maximieren
durch die Wahl von p = & = -2, Dann ist

2m davg

n TL2 n n n

E[|I*] > - = - - '
H |] = d(wg Am dm)g 2d(wg 2dm)g

Als Voraussetzung geht hier ein, dass dgvg > 1 ist, denn nur dann gilt 0 < p < 1. ]

Andererseits konnte man natiirlich die p; auch anders setzen. Wenn zum Beispiel I,,; die grofite
unabhéngige Menge ist, konnte man die p; als Indikatorvariablen

1 fallsi€ Ly
Pi=91 0 sonst
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wihlen. Der Algorithmus wéhlt dann genau die optimale Menge aus und wir erhalten

E[|I*|]:P1+"'+Pn - Z pi'pj:|-[0pt|a
{i,j}€E

da I, eine unabhéngige Knotenmenge ist und somit p; - p; = 0 fiir alle {4, j} € F gilt.
Die Schwierigkeit bei diesem Ansatz ist, dass die optimale Wahl der p; genau so schwer wie
Independent Set selbst und damit NP-hart ist. Nachster Ansatz: Wéahle die Wahrscheinlichkeit

abhéingig vom Grad
1

Knoten mit niedrigem Grad werden so wahrscheinlicher gew#hlt als Knoten mit hohem Grad.
Ubungsaufgabe: Welche Aussage bekommt man mit dieser Wahl?

Di

1.4 Eine Analyse von randomisiertem Quicksort

Da wir alle randomisiertes Quicksort kennen und uns in diesem Abschnitt nur die Analyse
interessiert, gehen wir davon aus, dass eine Menge S von Zahlen zu sortieren ist, die alle
voneinander verschieden sind. (Die Menge S ist dabei als Array implementiert, das alle
Elemente der Menge enthiilt.)

Algorithmus RandQSort (Menge S)
1. Falls |S| =1, dann gib S zuriick.
2. Wihle das Splitelement s € S zufillig gemafl Gleichverteilung.
3. Berechne S< und S, die Mengen der kleineren und gréfleren Elemente, also
Sc={zxeS|r<s}und Ss :={x €S|z > s}
Hierbei wird s also mit allen anderen Elementen aus S verglichen.

4. Die sortierte Reihenfolge ist (RandQSort(S<), s, RandQSort (Ss)).

1.9 Satz. RandQSort macht im Erwartungswert 2(n+ 1)H, —4n = O(nlogn) viele Vergleiche.
Dabei ist H,, die n-te Harmonische Zahl.

Beweis: O.B.d.A. nehmen wir an, dass S (bzw. die Arraydarstellung von S) eine zufillige
Permutation der Menge {1,...,n} ist. Wir definieren Indikatorvariablen

X - 1, falls ¢ und j im Algorithmus miteinander verglichen werden
%271 0 sonst
Die Anzahl der Vergleiche insgesamt betrégt dann ) X, ;. Dies gilt, weil kein Vergleich zweimal

1<j
vorgenommen wird, wie man sich leicht iiberlegt. Wir berechnen

E D X =Y EXi,) =Y p6,j)
i<j i<j i<j

wobei p(i,7) die Wahrscheinlichkeit ist, dass ¢ und j verglichen werden. Die letzte Gleichung
gilt, da der Wert von E [X; ;] der Wahrscheinlichkeit entspricht, dass X; ; =1 ist.



Menge, die sortiert
werden soll

Splitelement

Abbildung 1.1: Ausschnitt des Rekursionsbaumes von RandQSort.

Man kann den Verlauf des Algorithmus als Baum darstellen. In jedem Knoten steht die
Grundmenge und das Splitelement. So wird die Menge {1,...,n} durch das Splitelement s
in{1,...,s—1} und {s+1,...,n} unterteilt.

Wir betrachten einen Knoten, der die Zahlen ¢ und j und damit auch alle Zahlen aus dem
Intervall [7, j] enthélt, und unterscheiden drei Fille:

1. Fall: Das Splitelement s des Knotens liegt nicht im Intervall [¢, j]. Dann ist das Intervall [4, j]
vollstéindig in Ss oder vollstindig in S< enthalten. Daher wird in diesem Knoten noch
nicht entschieden, ob ¢ und j miteinander verglichen werden.

2. Fall: Es ist s = i oder s = j. Wenn eine der beiden Grenzen Splitelement ist, wird der
Vergleich zwischen ¢ und j auf jeden Fall durchgefiihrt.

3. Fall: Es gilt i < s < j. Liegt das Splitelement innerhalb des Intervalls, wird das Intervall an
dieser Stelle aufgespalten. Daher landen ¢ und j in disjunkten Teilmengen (i in S« und j
in Ss) und werden nie verglichen.

Die Entscheidung, ob i und j miteinander verglichen werden, fillt also in dem Knoten, in dem
das Splitelement s eine Zahl aus dem Intervall [i, j] ist. Nur dann, wenn s = ¢ oder s = j ist,
werden ¢ und j miteinander verglichen und sonst nicht. Also ist

2

= E [Anzahl Vergleiche] = Z "

i<j

p(i,j) = m
Es gibt ein Paar (4,7) mit j —i 4+ 1 = n, ndmlich ¢ = 1,5 = n. Es gibt zwei Paare (¢,7) mit
j—i1+1=n—1,ndmlicht=1,7 =n—1und i = 2,5 = n. Entsprechend gibt es n — 1 Paare
(4,7) mit j — i+ 1 = 2. Wir erhalten:

2 2 2 2
- Zim=-D+Z (n=-2+...+21
2T 3 =Dz =2t t o
1<J
= zn:g(n—kl—i)—Q(n—i—l) Y 1—i2
- 1:QZ - 1:QZ =2

1.5 Wichtige Ungleichungen: Markov, Tschebyscheff, Jen-
sen



1.10 Satz (Markov). Sei X eine Zufallsvariable, die nur nichtnegative Werte annimmt, und sei
a > 0. Dann gilt:
E[X]

pa

Prob (X >a) <

Beweis:

E [X] ZProb(X:x)-x

zeM
ZProb(X =z)-x

zeM
r>a

ZProb(X:x)-a

zEM
r>a

— a-ZProb(X:x)

zeM
r>a

a-Prob (X >a)

vV

Y

Also gilt Prob (z > a) < ELX]. Die Nichtnegativitit der Werte geht hier wesentlich in den

Beweis ein. 0

Beachte: Fiir a < E [X] ist die Aussage des Satzes trivial.

Anwendung: Man kann mit der Markovschen Ungleichung die Wahrscheinlichkeit eingrenzen,
mit der Zufallsvariablen um ein Vielfaches grofler als ihr Erwartungswert sind. Zum Beispiel
folgt Prob (X > c¢-E[X]) < 1/c.

1.11 Korollar. Sei g : R(J{ — R eine streng monoton wachsende Funktion und X eine Zufalls-
variable, die nur nichtnegative Werte annimmt. Dann gilt fiir alle a > 0:

E[g(X)]

Prob (X >a) < (@

Beweis: g(X) ist eine Zufallsvariable, die nur nichtnegative Werte annimmt und es gilt: g(a) > 0
aufgrund des Wertebereichs. Aus der strengen Monotonie folgt X > a < g(X) > g(a) und mit
Anwendung der Markovschen Ungleichung folgt:

A

Prob (X > a) = Prob (g(X) > g(a))

Achtung! Typischerweise ist E [¢g(X)] # g(E[X]). (Beispiel: g(X) =X - X.)

1.12 Satz (Tschebyscheff). Sei X eine Zufallsvariable und V [X] = E [(X — E[X])?] die Vari-
anz von X. Wenn V [X] > 0 ist, dann gilt fir alle t > 0:

Prob (|X ~E[X]| >tV [X]) < %2

Beweis:
Prob (|X _E[X]| >tV [X]) =  Prob((X —E[X])? > V[X])
Magkm; E [(X —E [X])Q} _ i
- 2. VI[X] o2



1.13 Definition. Eine reellwertige Funktion f heifit konkav auf einem Intervall I, falls fiir alle
0<a<1lundallex#yel gilt:

flarz+(1—-a)-y) > a- f(z)+(1-a) fy)
f heifit streng konkav auf einem Intervall I, falls obige Ungleichung mit ,,>“ statt ,,>“ gilt.

1.14 Satz (Jensen). Sei f eine stetige streng konkave Funktion auf dem Intervall I und

n
E a; = 1,
i=1

mit a; > 0 fir 1 <i<mn. Dann gilt fir alle x; € I

Zaif(xi) <f <Z ai%‘) .

Die beiden Summen sind genau dann gleich, wenn x1 = --- = x,, gilt.

1.15 Korollar. Sei X eine Zufallsvariable mit endlicher Tréigermenge und f eine stetige streng
konkave Funktion. Dann ist

E[f(X)] < f(E[X]).

1.6 Las-Vegas- und Monte-Carlo-Algorithmen

Die Verwendung von Zufallszahlen kann zwei mogliche Auswirkungen haben:
e die Laufzeit ist zufillig

e das Ergebnis ist zufillig

Man unterteilt die Algorithmen daher in zwei Klassen:
Las Vegas: Die Laufzeit darf zufillig sein, das Ergebnis ist aber immer richtig.

Monte Carlo: Die Laufzeit darf zufillig sein, das Ergebnis ebenso. Ein Monte-Carlo-
Algorithmus kann falsche oder nicht optimale Ergebnisse liefern; je nach Anwendungsgebiet
ist daher evtl. noch eine Priifung auf Korrektheit oder ein weiterer Durchlauf nétig.

Es gilt die Hofmeistersche Merkregel:

Monte Carlo — MC — ,mostly correct“, also nicht immer korrekt, also fehlerbehaf-
tet.
Las Vegas — LV — | Laufzeit variabel“.



Abbildung 1.2: Zwei Darstellungsarten fiir den Ablauf randomisierter Algorithmen. Links Kno-
ten mit variabler, rechts mit konstanter Laufzeit.

Effizienz und erwartete Laufzeit

Da Monte-Carlo-Algorithmen falsche Ergebnisse liefern kénnen, stellt man bei ihnen schérfere
Forderungen an die Laufzeit:

Monte-Carlo-Algorithmen heiflen effizient, wenn ihre worst-case-Laufzeit polynomiell ist.
Las-Vegas-Algorithmen heiflen effizient, wenn ihre erwartete Laufzeit polynomiell ist.
Beispiel: RandQSort ist ein effizienter Las-Vegas-Algorithmus.

Den Ablauf eines randomisierten Algorithmus kann man sich durch einen Baum veranschau-
lichen. In den Knoten geht der Algorithmus deterministisch vor und immer dann, wenn der
Ausgang eines Zufallsexperimentes den Verlauf des Algorithmus bestimmt, verzweigt sich der
Knoten je nach Ausgang des Experimentes.

Die Laufzeit kann in jedem Knoten unterschiedlich sein; alternativ kann man auch Ketten, d.h.
Knoten vom Grad 1 zulassen. In diesem Fall hat jeder Knoten konstante Laufzeit.

FEine Definition der erwarteten Laufzeit iiber Blédtter dieses Baumes ist ,,gefdhrlich“, da es un-
endliche Pfade geben kann. Man definiert daher die erwartete Laufzeit durch

Z Prob (i wird erreicht) - Laufzeit im Knoten 3.

i Knoten des Baumes

Bei Algorithmen, die mit positiver Wahrscheinlichkeit in eine Endlosschleife geraten, ergibt sich
nach dieser Definition eine unendliche erwartete Laufzeit. (So, wie es sein sollte.)

Algorithmus A:
repeat
wirf Miinze € {0,1}, je mit Wahrscheinlichkeit 3
until Miinze = 0

Der zugehorige Baum sieht folgendermaflen aus:



Angenommen, jeder Knoten hat Kosten 1. Wir beno6tigen Kosten 1, um die Wurzel zu bearbeiten.

Auf jeder folgenden Ebene i befinden sich 2 Knoten, die jeweils mit Wahrscheinlichkeit (%)7
erreicht werden. Damit betragt die erwartete Laufzeit

1+§:<%>1-2-1:1+2§:(%)1214—2:3.
i=1 i=1

Betrachten wir nun den Fall einer ,,schiefen® Miinze:
Algorithmus B:
repeat
wirf Miinze € {0, 1}, 0 mit W’keit p, 1 mit W’keit 1 — p
until Miinze = 0

In diesem allgemeineren Fall werden die 0-Knoten und die 1-Knoten mit unterschiedlicher Wahr-
scheinlichkeit erreicht: auf Ebene i wird der 0-Knoten mit Wahrscheinlichkeit (1 — p)*=! - p
erreicht, der 1-Knoten mit Wahrscheinlichkeit (1 — p)’. Die erwartete Laufzeit betrigt

oo

1+> (1=p)' ' p+A-p)).

=1

Mit der bekannten Summenformel Y ;2 ¢* = 1/(1 — q) fiir 0 < ¢ < 1 erhalten wir als Laufzeit:

1+@1/p)-p+Q1/p—1)=(1/p)+1.

Da die Rechenzeit bei unserem Algorithmus um 1 grofler ist als die Anzahl der gemachten Ver-
suche, haben wir aulerdem erhalten, dass bei Wahrscheinlichkeit p fiir das Ereignis die durch-
schnittliche Anzahl an Versuchen, bis dieses Ereignis eintritt, 1/p ist. Exemplarisch wollen wir
dies bei der Analyse des folgenden einfachen Algorithmus zum zufélligen Auswiirfeln von Lotto-
reihen benutzen:

for i=1 to 49 do alil=0;
for i=1 to 6 do
begin
repeat wiirfle zahl aus {1,...,49%}
until a[zahl]=0;
a[zahl]=1;
end:
for i = 1 to 49 do if a[i]=1 then output[i];

Wieviele Wiirfelversuche finden im Erwartungswert statt? Bei ¢ = 1 ist die Wahrscheinlichkeit,

direkt a[zahl] = 0 zu haben, gleich 1. Die erwartete Anzahl an Versuchen ist also auch 1.
Fiir ¢« = 2 ist diese Wahrscheinlichkeit nur noch %, also haben wir hier eine erwartete Anzahl

von % Versuchen. Allgemein ist fiir ¢ diese Wahrscheinlichkeit 52? und die erwartete Anzahl

Versuche %. Summiert man iiber alle ¢, so erhilt man insgesamt eine erwartete Anzahl von
49 | 49 49 ]
T T 15 t -+ 37 = 6.33 Versuchen.
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1.7 Komplexitatsklassen

Wir wollen in diesem Abschnitt Komplexitéitsklassen zu randomisierten Algorithmen vorstellen.
Um die Klassen iibersichtlicher beschreiben zu kénnen, verwenden wir folgende Notation:

M (z) = 1 soll heilen, dass der Algorithmus M das Wort = akzeptiert, L(x) = 1 soll heifen, dass
das Wort z in der Sprache L enthalten ist. Entsprechend heifit M (z) = 0, dass das Wort nicht
akzeptiert wird bzw. L(x) = 0, dass das Wort nicht in der Sprache enthalten ist. Wir beginnen
mit einer prominenten deterministischen Klasse:

1.16 Definition (P — polynomial time). Die Klasse P enthélt alle Sprachen L, fiir die ein
deterministischer Algorithmus M existiert, der die folgenden Eigenschaften hat:

a) Auf jeder Eingabe x ist die Laufzeit polynomiell.
b) Fiir alle Eingaben « ist M (z) = L(z).

Da P nur deterministische Algorithmen erlaubt und aufierdem eine altbekannte Klasse ist, gehen
wir hier nicht néher auf sie ein.

1.17 Definition (ZPP — zero error probabilistic polynomial time). Die Klasse ZPP enthilt alle
Sprachen L, fiir die ein randomisierter Algorithmus M existiert, der die folgenden Eigenschaften
hat:

a) Auf jeder Eingabe x ist die erwartete Laufzeit polynomiell.
b) Fiir alle Eingaben « ist Prob (M (x) = L(z)) = 1.

Ein Algorithmus aus ZPP heifit auch (effizienter) Las- Vegas-Algorithmus.

1.18 Definition (RP — randomized polynomial time). Die Klasse RP enthélt alle Sprachen L,
fiir die ein randomisierter Algorithmus M existiert, der die folgenden Eigenschaften hat:

a) Auf jeder Eingabe x ist die worst-case-Laufzeit polynomiell.

b) x € L = Prob (M(z) = L(z)) > 4.

x ¢ L = Prob(M(z)=L(z)) =1.

Solch ein Algorithmus heifit one-sided error Monte-Carlo-Algorithmus.

Die Erfolgswahrscheinlichkeit kann durch wiederholtes Anwenden amplifiziert werden:

Algorithmus B(z)
for i :=1to k do if M (z) =1 then akzeptiere z und STOPP.
Verwirf .

Fiir « ¢ L ist stets M (x) = 0 und somit gibt Algorithmus B auf x eine 0 aus.

Fiir z € L sei p, := Prob (M (x) = 1). Dann folgt: Prob (B(z) = 1) =1 — (1 — p,)*. Man sagt,
dass p, amplifiziert wird zu 1 — (1 — p,)*. Als Beispiel (bei k = 2): p, = % wird amplifiziert zu
3

7 und p, = 0 wird amplifiziert zu 0.

1.19 Definition (BPP — bounded error probabilistic polynomial time). Die Klasse BPP enthiilt
alle Sprachen L, fiir die ein randomisierter Algorithmus M existiert, der die folgenden Eigen-
schaften hat:
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a) Auf jeder Eingabe x ist die worst-case-Laufzeit polynomiell.
b) Fiir jede Eingabe z gilt: Prob (M (z) = L(z)) > 3.

1.20 Definition (Die Klasse PP — probabilistic polynomial time). Die Klasse PP enthilt alle
Sprachen L, fiir die ein randomisierter Algorithmus M existiert, der die folgenden Eigenschaften
hat:

a) Fiir jede Eingabe x ist die worst-case-Laufzeit polynomiell.
b) Fiir jede Eingabe z gilt: Prob (M (z) = L(z)) > 3.

Aus der Definition folgt iibrigens direkt, dass BPP C PP ist.
Wir wollen nun untersuchen, was passiert, wenn wir einen PP-Algorithmus M iterieren. Zunéchst
ein einfacher konkreter Fall, dann der allgemeine Fall.

Algorithmus B Wende Algorithmus M dreimal an und gib die hdufigere Antwort als Antwort
aus. Es folgt: Prob (B(z) =1) = (‘;) p2-(1—pg) +p3 =p2-(3—2p,). Ein Beispiel: p, = 0.51
wird amplifiziert zu ~ 0.515 und p, = 0.49 wird amplifiziert zu = 0.485. Der Wert p, = % wird
amplifiziert zu % Allgemein erhalten wir:

1.7.1 Amplifikation bei PP-Algorithmen
Gegeben sei ein PP-Algorithmus M mit

Prob (M(z) = L(x)) > p

fiir alle Eingaben .

Wir iterieren den Algorithmus M genau T-mal und treffen eine Mehrheitsentscheidung (7" un-
gerade). Wir arbeiten bei der Analyse des ,neuen® Algorithmus mit Indikatorvariablen X;,
i=1,...,T. Essei X; =1, falls der Algorithmus im i-ten Durchlauf einen Fehler macht und
X; = —1, falls er richtig rechnet. Es gilt nun:

T
Prob (neuer Algorithmus macht Fehler) = Prob <Z X; > O) .

i=1

(Man beachte dabei, dass wegen der Wahl von T' als ungerade Zahl der Fall 23;1 X; =0 gar
nicht eintreten kann.) Definiere nun eine neue ZV Y := ¢X1++X7 (¢ > 1). Es folgt:

T
Prob <Z X; > 0) = Prob (Y > 1) (strenge Monotonie)
i=1
Markov
< E[Y]=E [CX1+"'+XT] =E [ch e CXT]
= E [ch] R O [CXT} (wegen Unabhingigkeit der X;)
- B[N
Mit der Abkiirzung p; = Prob (X7 = —1) ist E [¢¥1] =¢- (1 — p1) + ¢! - p1. Dies ist monoton

fallend in p;, wir erhalten also wegen p; > p:
E [ch] <c-(1—=p)+ct-p

Insgesamt macht der Algorithmus also einen Fehler mit Wahrscheinlichkeit hochstens

[c- (1-p)+ % -p]T. Wenn wir nun ¢ = ﬁ > 1 wéhlen, dann ist

1 T
Prob (neuer Algorithmus macht Fehler) < (5 +2-p-(1- p)) .
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(Anmerkung zur Wahl von ¢: Eigentlich wiirde man das ¢ so wihlen, dass ¢- (1 —p) + (1/¢) - p
bei vorgegebenem p moglichst klein wird. Dazu miisste man, wie aus der Analysis bekannt ist,
die Ableitung berechnen etc., und man kédme zu einer anderen Wahl von ¢. Der Grund dafiir,
dass wir nicht das optimale ¢ wihlen, ist, dass wir die Rechnung auch ertréglich kurz halten
wollen.)

Fir p = % + ¢ ergibt sich

T
1 1
Prob (neuer Algorithmus macht Fehler) < (5 +2 (Z — £2>)

= (1-2¢%)

Wir wollen erreichen, dass gilt: (1 — 252)T < 27k Wihle dazu T > k21;22. Es folgt:

kln2 kln2

(1 _2€2)T S (1 _ 252) 2e2 S (67262)? — efkh’IQ — 271{:.

Wir sehen: Wenn 1/e durch ein Polynom in n beschrinkt ist, (also € nicht zu klein ist), dann
kann man aus dem PP-Algorithmus einen BPP-Algorithmus machen.

Offene Probleme:
e RP =co-RP 7
e RP C NP N co-NP ?
e BPP C NP ?

1.7.2 Komplexitédtsklassen und Algorithmen

Intuitiv werden die Bezeichnungen fiir Komplexitidtsklassen auch auf Algorithmen ausge-
dehnt, beispielsweise bezeichnet man den randomisierten Quicksortalgorithmus auch als ZPP-
Algorithmus. Bei booleschen Funktionen f : {0,1}* — {0,1} ist eine Ubertragung wie folgt
moglich:

f€ZPP = f~1(1) € ZPP,

analog natiirlich auch fiir die anderen Komplexititsklassen. Das folgende Beispiel soll aber davor
warnen, allzu leichtfertig mit solchen Sprechweisen umzugehen. Natiirlich kénnte man sich auch
bei Optimierungsproblemen die Frage stellen, ob es ZPP-Algorithmen oder RP-Algorithmen fiir
diese gibt oder nicht. Wie kénnte man aber definieren, wann ein Optimierungsproblem OPT P
in ZPP ist? Es gibt zwei unterschiedliche nahe liegende Ansétze dafiir.

Beispiel: Wir betrachten ein Maximierungsproblem OPT P und definieren wie folgt zwei boo-

lesche Funktionen:
frl)=1 &= OPTP(z)=k
fix)=1 & OPTP(z)>k

1.21 Behauptung. Wenn wir einen randomisierten Polynomialzeitalgorithmus A fiir OPT P ha-
ben, der auf jeder Eingabe 2 mit Wahrscheinlichkeit mindestens ¢ die korrekte Ausgabe OPT P(x)
liefert und sonst nur Werte kleiner als OPTP(x), dann ist fr € BPP und f; € RP.

Beweis: Wir modifizieren Algorithmus A (durch hinreichend hiufige Iteration), so dass e > 3/4
gilt. Weiter definieren wir zwei weitere Algorithmen:

Algorithmus B Falls A(z) =k, gib 1 aus, sonst 0.
Algorithmus B* Falls A(xz) > k, gib 1 aus, sonst 0.
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Analyse zu Algorithmus B:
Wenn f(z) = 1 ist, dann ist OPTP(x) = k, also liefert A mit Wahrscheinlichkeit mindestens
3/4 die Ausgabe k, also ist Prob (B(z) =1) > 3/4.

Wenn fi(z) = 0 ist, dann wissen wir nur, dass OPTP(x) # k ist. Zwangsliufig ergeben sich
zwei Félle:

Fall I) OPTP(z) < k. Dann liefert A nur Werte, die kleiner als & sind, also ist B(z) = 0.

Fall II) OPTP(z) > k. Dann liefert A mit Wahrscheinlichkeit mindestens 3/4 den Wert
OPTP(x) > k, also ist Prob (B(z) = 0) > 3/4.

Insgesamt ist also Prob (B(z) = fi(z)) > 3/4, B ist also ein BPP-Algorithmus, und wir haben
einen zweiseitigen Fehler.

Analyse zu Algorithmus B*:

Falls fi(x) = 1, folgt OPTP(x) > k, also ist Prob(A(zx) >k) > 3/4, also ist
Prob (B*(z) =1) > 3/4.

Falls fi(z) = 0, ist OPTP(z) < k, also liefert A nur Werte kleiner als k, also ist
Prob (B*(z) =1) =0.

Demnach ist B* ein RP-Algorithmus, er hat also nur einseitigen Fehler. O

Sollte man nun sagen, dass das gegebene Optimierungsproblem in RP ist, oder sollte man sagen,
dass es in BPP liegt?

1.8 Randomisierte Schaltkreise

Das einfachste Modell fiir parallele Algorithmen ohne Beriicksichtigung der Interprozesskom-
munikation ist der Schaltkreis, also ein azyklischer gerichteter Graph, dessen Knoten Gatter,
Variablen, negierte Variablen oder Konstanten représentieren. Die Gatter berechnen boolesche
Funktionen, der Schaltkreis insgesamt berechnet eine boolesche Funktion von {0, 1}™ nach {0, 1}.
Die Grofle eines Schaltkreises ist definiert als die Anzahl seiner Gatter. Fiir probabilistische Al-
gorithmen wird dieses Modell zum probabilistischen Schaltkreis erweitert, indem zusétzlich
zu den n Inputvariablen © = (x1,...,x,) noch N Zufallsvariablen r = (r1,...,ry) in die Be-
rechnung eingehen, die jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/2 den Wert 0 oder 1 annehmen koénnen.
Das Beispiel aus Abbildung 1.3 soll diese Definition verdeutlichen. Wenn x; = 1 ist, dann
lautet das Ergebnis 1. Fiir 1 = 0 wird jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/2 der Wert 0 oder 1
ausgegeben.

x1 rl

Abbildung 1.3: Probabilistisches ODER-Gatter.
Die durch einen probabilistischen Schaltkreis berechnete Funktion wird durch folgende Definition
erfasst:

1.22 Definition. Ein probabilistischer Schaltkreis S mit den Zufallseingaben r = (rq,...,7xN)
berechnet eine boolesche Funktion f, wenn fiir alle Eingaben z gilt:

f(z)=0 = Prob(S(z,r)=0)=1
f(z)=1 = Prob(S(z,r)=1)>1/2.
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(Randbemerkung: Wenn man mit Hilfe zweier UND-Gatter die Funktion z1 A r; A ro baut,
dann berechnet dieser probabilistische Schaltkreis gemafl Definition keine Funktion, da auf dem
Input 21 = 1 mit Wahrscheinlichkeit genau 1/4 eine 1 ausgegeben wird.)

Damit gilt: Wenn ein Schaltkreis S die boolesche Funktion f berechnet, dann folgt aus
S(xz,7) =1, dass f(x) =1 ist. Man nennt r dann auch einen Zeugen fir f(x) = 1.

Dass mit probabilistischen Schaltkreisen polynomieller Grofie kein Gewinn bei der Berechnungs-
kraft gegeniiber deterministischen Schaltkreisen erzielt werden kann, zeigt der folgende Satz.

1.23 Satz. Sei S ein probabilistischer Schaltkreis der Grifie T, der die Funktion f(z1,...,25)
berechnet. Dann gibt es einen deterministischen Schaltkreis fir f, der hochstens die Grdfle
T -(n+1)+1 hat.

Beweis: Wir konstruieren eine Matrix, deren m Zeilen den Inputs entsprechen, auf denen f
die Ausgabe 1 berechnet, und deren Spalten allen Belegungen des Vektors r der Zufallsvariablen
entsprechen. Zur Notation: Die Indizierung (¥ bezeichne die i-te Belegung des Vektors z mit
f(x) =1, analog bezeichne r7) die j-te Belegung des Vektors r in der kanonischen Reihenfolge.
Demnach hat die Matrix maximal 2" Zeilen und genau 2"V Spalten. Die Matrixeintriige kor-
respondieren zu den Berechnungsergebnissen des Schaltkreises: An der Position (4,5) steht der
Eintrag S(z®, (7)),

Wesentlich ist nun die Beobachtung:

In jeder Zeile ist die Anzahl der Einsen immer mindestens so grofl wie die Anzahl der
Nullen. (%)

Dies ergibt sich aus der Tatsache, dass S die Funktion f berechnet. Nach dem Schubfachprinzip
gibt es eine Spalte, die mindestens so viele Einsen wie Nullen enthilt: Da es m2" Eintrige
gibt, gibt es mindestens mTQN Einsen, und daher eine Spalte mit mindestens m/2 Einsen. Der
zugehorige r-Vektor dieser Spalte ist demnach Zeuge fiir mindestens die Hélfte der Inputs mit

flx)=1.

Also reicht es aus, sich den Zeugen zu merken und danach die entsprechende Spalte und alle
Zeilen, in denen die Matrix in der entsprechenden Spalte eine Eins hat, zu streichen. Die Rest-
matrix geniigt immer noch der Invariante (%), weil anschaulich gesprochen in den relevanten
Zeilen immer nur die Spalten mit Nullen gestrichen wurden.

Damit kann das Vorgehen rekursiv fortgesetzt werden. Zu Beginn gibt es a < 2™ Zeilen, nach
einer Iteration des Algorithmus hochstens a/2 Zeilen, und so weiter. Also gibt es nach (spéte-
stens) n+1 Iterationen hochstens a/2"t! < 1 Zeilen, und es ist keine Zeile mehr vorhanden.
Wir haben nun eine Zeugenmenge R erhalten, und fiir diese gilt, dass jeder Input x mit f(x) =1
einen Zeugen in R hat. Wir wihlen als deterministischen Schaltkreis den Schaltkreis

S*(z) = \/ S(xz,r).

reR

Dieser berechnet die Funktion f, weil es fiir Eingaben, die auf 0 abgebildet werden, keinen

Zeugen gibt, und weil es fiir alle Eingaben, die auf 1 abgebildet werden, nach Konstruktion

einen Zeugen in der Menge R gibt.

FEine obere Schranke fiir die Grofle des resultierenden Schaltkreises erhalten wir einfach tiber die

Summe der Gréien der benutzten Schaltkreise und deren ,, Veroderung®, |R|-T+1 < (n+1)-T+1.
O

Dieses Vorgehen zeigt, dass Randomisierung prinzipiell beseitigt werden kann. Im obigen Beispiel
bréuchte man dafiir allerdings exponentielle Rechenzeit, denn wie will man sonst die geeigneten
Zeugen finden?

15



16



Kapitel 2

Grundlegende Beispiele fiir
randomisierte Algorithmen

2.1 Hidden-Line-Elimination, binire planare Partitionen

Hierbei handelt es sich um ein Beispiel aus der Computergrafik. Der Originalartikel , Pater-
son/Yao (1990): Efficient binary space partitions for hidden-surface removal and solid modeling,
Discrete & Computational Geometry 5:485-503“ enthélt insbesondere den fiir die Praxis relevan-
teren 3D-Fall; hier betrachten wir nur den 2D-Fall.

Abbildung 2.1: Beobachter und Objekte im 2-dimensionalen Raum.

Der Beobachter wandert, die Objekte bleiben an gleicher Stelle (siche Abbildung 2.1). Es ist
also ein langsames Preprocessing erlaubt und ein schneller neuer Aufbau gewiinscht. Bei dem
folgenden Ansatz werden so genannte ,,bindre planare Partitionen* benutzt.

2.1 Definition. Eine bindre planare Partition ist gegeben durch einen Baum, in dem alle Knoten
genau zwei Kinder oder kein Kind haben, und in dem folgendes gilt:

e Jeder Knoten des Baums beschreibt eine konvexe Teilmenge des R?.

e Die Wurzel beschreibt R2.

e Wenn ein Knoten zwei Kinder hat und die Teilmenge M beschreibt, dann gibt es eine
Gerade g mit der Eigenschaft, dass die beiden Teilmengen der Kinder sich ergeben, wenn
man M durch g in zwei Hélften schneidet. (Die Gerade gehért zu keiner der beiden Hilften.)
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Der einer binéren planaren Partition zugrunde liegende Baum wird auch ,,Partitionsbaum® ge-
nannt.

~G1

, )
e

Abbildung 2.2: Links ein Partitionsbaum, rechts die zugehotrige Partition.

Die Grofle des Partitionsbaums ist definiert als die Zahl der Blétter.

Man iiberlegt sich leicht, dass ein Partitionsbaum mit ¢ Blédttern insgesamt 2 - £ — 1 Knoten
besitzt, es also £ — 1 innere Knoten gibt (entsprechend ¢ — 1 verwendeten Trenngeraden). Bei
der GroBe ist es also relativ egal, ob man die Blétter oder die Anzahl der Trenngeraden z&hlt.

2.2 Definition. Gegeben seien Strecken si,...,s, € R?2, die sich nicht schneiden. Eine binire
planare Partition heifit bindre planare Partition fiir s1,. .., Sy, wenn alle Strecken mit jedem der
Teilgebiete in den Bléttern einen leeren Schnitt haben. (Salopper: Jede Strecke ,verschwindet*
hinter einer der Geraden im Partitionsbaum.)
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P 34
Wenn Strecken si,...,s, gegeben sind, dann sucht man eine bindre planare Partition fiir

S1, - - -, Sp, mit moglichst wenig Blédttern.
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2.3 Definition. Gegeben seien Strecken si,...,s, € R?, die sich nicht schneiden. Eine binire

planare Partition fiir s1,...,s, heifit Autopartition, falls jede gewiihlte Gerade durch (minde-
stens) eine der Strecken s;, ¢ € {1,...,n}, geht.
Autopartitionen sind spezielle Partitionen. Daher kénnte es sein, dass es Strecken sq,..., S,

gibt, fiir die es eine binére planare Partition mit , wenigen“ Bléittern gibt, bei denen aber je-
de Autopartition viele Blatter benotigt. Hier bringen wir ein Beispiel, bei dem dieser Effekt
andeutungsweise zu erkennen ist.

¢ Stick
‘Lh _
.Sk -

r S\(‘:cfg -

Diese Lage der 3r Strecken fithrt zu einem Partitionsbaum mit 37+ 1 inneren Knoten. Allerdings
kann man zeigen, dass jede Autopartition mindestens 4r innere Knoten haben muf.

Bemerkungen: Man weifl nicht, ob es immer eine binére planare Partition fiir sq,..., s, mit
O(n) Blittern gibt. Aber es existiert ein randomisierter Algorithmus, der im Erwartungswert
mit O(nlogn) Bléittern auskommt. Diesen stellen wir gleich vor.

Wofiir sind binére planare Partitionen {iberhaupt zu gebrauchen? Wir stellen einen Anwen-
dungsfall vor:

Algorithmus: Der ,Painter’s Algorithm® funktioniert wie folgt: Male Objekte, die im
Hintergrund sind und iibermale sie spiter. Die Reihenfolge wird durch eine binére planare
Autopartition bestimmt. Zu Beginn wird Painters(Wurzel) aufgerufen.

Algorithmus Painters(v)
1. falls v Blatt ist return;
2. ansonsten betrachte die zum Knoten gehérende Gerade g;

e Painters(das Kind, das fiir den Betrachter hinter g liegt);
e male die Strecke(n), die hinter g verschwinden;

e Painters(das andere Kind);

Offensichtlich wird der gesamte Baum traversiert. Damit die Laufzeit recht gering ist, sollte die
Anzahl der Knoten moglichst klein sein, also (siche oben) die Anzahl der Blétter.
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2.1.1 Algorithmus RAND-binary-planar-Partition

Input: Strecken si,...,s,, die sich nicht schneiden. Dies ist keine grofie Einschrinkung, da
wir Strecken, die sich schneiden, in mehrere zerlegen konnen, die sich nicht schneiden. (Siehe
Abbildung 2.3.)

Abbildung 2.3: Zwei Strecken werden in vier sich nicht schneidende Strecken zerlegt.

Output: Eine binére planare Autopartition fiir sq,..., sy, beschrieben durch einen Partitions-
baum.

Starte mit dem Partitionsbaum, der aus einem Knoten besteht.
Wihle gemifl der Gleichverteilung eine der n! Permutationen auf {1,...,n}, nenne diese Permu-
tation 7.

fork=1ton
do betrachte die Strecke s;(;) und alle Blétter, die mit der Strecke einen
nicht-leeren Schnitt haben. Fiir jedes solche Blatt splitte es auf (zwei
Kinder anhéngen) und wihle Gerade durch s, () als Trenngerade.
end;

Abbildung 2.4: Beispiel fiir einen Partitionsbaum.

2.4 Satz. Der Algorithmus konstruiert einen Partitionsbaum, dessen Blitterzahl im Erwartungs-
wert durch O(nlogn) beschrinkt ist.

Beweis: Fiir eine Strecke u bezeichne g(u) die Gerade durch u. Betrachte zwei Strecken u und
v mit der Eigenschaft, dass g(u) die Strecke v schneidet.

/\/ /

i(u,v) sei die Anzahl der Strecken, die (inklusive v) durch g(u) ,,auf dem Weg von u zu v* auf-
geschnitten werden. (Damit ist i(u,v) = 0, wenn g(u) die Strecke v tiberhaupt nicht schneidet.)
Wir wéhlen als Indikatorvariable C,, ,, und zwar wie folgt:

1 falls im Partitionsbaum die Strecke v von der
Cyp = Geraden g(u) in zwei Stiicke zerlegt wird
0 sonst
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(In Abbildung 2.4 ist Cs; 5, = 1 und Cs, 5, = 0.) Mit dieser Wahl ist die Anzahl der inneren
Knoten im Partitionsbaum zu beschreiben als n+ >, £v Cy,v und somit ist die erwartete Anzahl
an Blattern im Partitionsbaum

L+n+ Y E[Cuy]

uFv
= 1+n—|—ZProb(Cw, =1).
uFv
Notwendig fiir Cy,, = 1 ist, dass u in der Permutation vor v kommt, aber auch, dass alle
anderen u; nach v in der Permutation kommen, also miissen alle w1, ua,us, . . ., Uj(u,y) = v in der

Permutation nach « kommen. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit dafiir?

2.5 Lemma. Gegeben: S C {1,...,n} und ein x € S. Dann gilt: die Wahrscheinlichkeit, dass
in einer nach der Gleichverteilung gewdhlten Permutation auf {1,...,n} das Element x das
vorderste Element aus S ist, ist ‘—é‘

Beweis: Es gibt |S|! viele Permutationen und bei (|S| — 1)! vielen davon steht = vorne.

Aus diesem Lemma folgt: Prob (C,, =1) < ﬁ
Das Ungleichheitszeichen ergibt sich, da die obige Bedingung nur eine notwendige Bedingung
war. Zur Schreibvereinfachung sei S(u) := {v | g(u) schneidet v} die Menge aller Strecken, die

von ¢(u) zerschnitten werden. Dann erhalten wir:

E[X,) < 1+n+) > W
) ?

u veS(u

Fiir festes u: wieviele Strecken v mit i(u,v) = 2 kann es geben?

i(u,v) =2
i(u,v') =2
u

Natiirlich maximal zwei. (Einmal eine Strecke rechts von u, einmal eine links von u.)
Allgemein gilt: Bei festem w kann i(u, ) = j mazimal zweimal auftreten. Damit ergibt sich:

)

S|

11
E(X,] < n+1+42-) (G+g+ -+

= n+l1+» 2-(H,—1)<2n-H,

= O(nlogn).

2.2 Spielbaumauswertung

2.6 Definition. Ein Spielbaum ist ein gerichteter Baum mit Wurzel, in dem jedes Blatt v eine
Bewertung zahl(v) trégt.
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Level 0

Level 1

Level 2

Blatt

Der Spielbaum soll ausgewertet werden, d.h. berechne wert(wurzel). Dabei ist definiert:

zahl(v), falls v Blatt.

min{wert(v1),...,wert(v,)} falls v die Kinder vy,...,v, hat
wert(v) = und v auf geradem Level liegt.

max{wert(vy),...,wert(v,)} falls v die Kinder vy, ..., v, hat

und v auf ungeradem Level liegt.

Der Spielbaum stellt ein 2-Personenspiel mit abwechselnder Reihenfolge dar.
Wir betrachten den Spezialfall, dass an den Blattern nur Einsen und Nullen stehen.

(o) —
— Spielbaum hat

abwechselnd

01011
010 11 A bzw. V-Level

g@\ o @

2.7 Definition. 7, bezeichne die Menge der BA&ume mit den folgenden drei Eigenschaften:
1. Jeder innere Knoten hat genau d Kinder.
2. Alle Blétter haben Entfernung 2k von der Wurzel.
3. Fiir alle Blétter v gilt zahl(v) € {0,1}.

@ T}y, als Beispiel
“» © O

k-mal
(\V)-Level

o V) )

Allgemein:

Input: z € {0,1}¢"" (Belegung der Blitter, N = d?* Blitter)

Output: wert(wurzel)

Als Komplexitit eines Algorithmus zéihlen wir die Anzahl der gelesenen Blétter.

Man kann zeigen: Fiir jeden deterministischen Algorithmus gibt es eine Belegung der Blétter,
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so dass der Algorithmus alle Blédtter anschauen muss. Also ist die worst-case-Komplexitit eines
deterministischen Algorithmus immer N.

Wir zeigen: Es existiert ein Las-Vegas-Algorithmus, der auf jedem Input erwartete Komplexitét
O(N%73) hat. Wir betrachten 0.B.d.A. den Fall d = 2. Wie kann Randomisierung prinzipiell
helfen?

Angenommen, das V-Gatter liefert eine 1 nach oben weiter. Dann liefert einer der beiden
Teilbdume A oder B eine 1. Wenn man den auszuwertenden Teilbaum zufillig wahlt, und
zwar mit Wahrscheinlichkeit 1/2 jeweils A bzw. B, dann trifft man mit Wahrscheinlichkeit min-
destens 1/2 den 1 liefernden Teilbaum und der andere Teilbaum braucht nicht mehr ausgewertet
zu werden.

Angenommen, auf Input x gibt das V-Gatter 0 nach oben weiter.

o
0
W

Dann miissen A und B ausgewertet werden, aber C' braucht nicht ausgewertet zu werden! Wir
haben uns jetzt zwar nur V-Gatter angesehen, aber analoge Aussagen gelten natiirlich auch bei
A-Gattern.

2.2.1 Ein randomisierter Spielbaumauswerter
Algorithmus RAND-AUSWERT (v:Knoten)

begin
if v ist Blatt return(zahl(v));  #eine Leseoperation !
Seien vy und vy die Kinder von v;
Wirf eine faire Miinze. Falls Kopf: Setze (a := v1,b := v2).
Sonst: (a = va,b = vy).
temp:=RAND-AUSWERT (a) ;
if v ist UND-Knoten und temp=0 then return(0);
if v ist ODER-Knoten und temp=1 then return(1);
return(RAND-AUSWERT (b) );

end;

Wir wollen die erwartete Laufzeit des randomisierten Spielbaumauswertungsalgorithmus ana-
lysieren. Diese Laufzeit wird i.W. durch die Anzahl der gelesenen Blétter bestimmt. Daher
definieren wir:
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2.8 Definition. Fiir einen Spielbaum T und eine natiirliche Zahl k > 0 sei

ELO(T) := Erwartete Anzahl an Bliittern, die der Algorithmus im Spielbaum 7' liest.
ELOy = maxy {ELO(T) | T ist Baum aus 7} .

Zur Erinnerung: Baume aus 75 j, haben N = 4F Blitter.
(ELO steht iibrigens fiir ,,Erwartete Anzahl an Leseoperationen®.)

2.9 Behauptung. Fiir alle k¥ > 0 und N = 4F gilt: VT € To; : ELO(T) < N%™3_ also
ELOk < NO'793.

Beweis: Durch Induktion zeigen wir, dass ELO;, < 3* gilt. Die Aussage der Behauptung folgt

dann, denn es ist
log 3 log 3

gk — gklogd _ 45 log3 _ (4k) 5N < N0,

Induktionsanfang: k& = 0. Der Spielbaum besteht dann aus 1 Blatt. Daher gilt fiir alle Baume
T aus T, dass ELO(T) =1 < 3 ist.

Bevor wir den Induktionsschritt machen, betrachten wir den Fall, dass ein V-Gatter vorliegt,
welches Baume 77 und 7%, beide aus 75 j, als Eingabe bekommt und eine 1 als Ausgabe berechnet.

- A

T Ty

Mit Wahrscheinlichkeit mindestens (1/2) braucht unser Spielbaumauswerter nur einen der beiden
Teilbdume auszuwerten. Dies tritt dann ein, wenn er als erstes einen Teilbaum auswéihlt, der
eine 1 berechnet. O.B.d.A. gehen wir davon aus, dass T} eine 1 berechnet. Dann ist

ELO(T) < % ELO(Ty) + % (ELO(T}) + ELO(T3)) < (3/2) - ELO.

Dies gilt, da 77 und 75 nach Annahme aus 7 j sind.
Nun kommen wir zum Induktionsschritt und betrachten einen Baum 7" aus 73 j41.

AN
A A

T, Ty T3 Ty
Wir haben drei Fille zu betrachten:

1. Beide V-Gatter berechnen eine 1: Dann wertet der Algorithmus beide V-Gatter aus und
somit ist ELO(T') < 1.5 ELOy, + 1.5 ELOy, = 3 ELOg.

2. Ein V-Gatter berechnet eine 0, das andere (0.B.d.A. das linke) berechnet eine 1:
Mit Wahrscheinlichkeit 1/2 wird das rechte zuerst gewé#hlt, dann werden im Erwar-
tungswert 2 ELOj (fir 75 und T,) viele Bldtter gelesen. Das linke V-Gatter wird
mit Wahrscheinlichkeit 1/2 zuerst gewihlt, dann werden im Erwartungswert hochstens
1.5 ELOy + 2 ELOg = 3.5 ELOy, viele Blétter gelesen. Wir erhalten insgesamt:

ELO(T) < % (2 ELOy, + 3.5 ELOy) < 3 ELOj..
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3. Beide V-Gatter liefern eine 0. Dann wird genau ein V-Gatter ausgewertet und wir erhalten
somit ELO(T) < 2 ELOy,.

In allen drei Fillen haben wir ELO(T) < 3 - ELOy, also ELOg41 < 3 ELO;, < 3+, wobei die
letzte Ungleichung aus der Induktionsvoraussetzung folgt. O

Unser Ziel im folgenden wird es sein, zu skizzieren, wie man beweisen kann, dass der obige
randomisierte Algorithmus derjenige ist, der (zumindest asymptotisch) fiir das Problem die beste
erwartete Laufzeit hat.

Zu diesem Zweck greifen wir auf Begriffe und Resultate aus der Spieltheorie zuriick.

2.10 Definition. Ein Zwei-Personen-Nullsummenspiel ist gegeben durch eine Auszahlungsma-
trix M sowie zwei Spieler R und C. Spieler R wihlt eine Zeile ¢, Spieler C' wihlt eine Spalte j.
Als Ergebnis des Spiels zahlt Spaltenspieler C' den Matrixeintrag M; ; an R.

Aus der Definition folgt direkt, dass Spieler C' das Ergebnis des Spiels minimieren méchte,
Spieler R es maximieren mochte.

Beispiel:
Papier | Stein | Schere
Papier 0 1 -1 o . .
Sten 1 0 I — 1 = Spaltenspieler gewinnt
Schere 1 -1 0

Der Begriff , Nullsumme* im Namen des Spiels erklart sich daraus, dass die Summe des Gezahlten
und Erhaltenen insgesamt 0 ist.

Die Wahl einer Zeile wird (reine) Strategie von Spieler R genannt, die Wahl einer Spalte (reine)
Strategie von Spieler C.

Fiir eine Matrix definieren wir als Zeilenminimum die kleinste in der Zeile stehende Zahl, genauer
definieren wir das i-te Zeilenminimum als a; := min;{M; ;}.

Entsprechend kann man auch Spaltenmaxima definieren. Ein Beispiel einer 3 x 3-
Auszahlungsmatrix, bei der zusétzlich schon oberhalb bzw. links davon die Spaltenmaxima bzw.
Zeilenminima eingetragen sind:

20 | 18 | 55
—-5(120]10| -5
13 | 13 | 18 | 55
7 10| 7 |11

Strategie ¢ fiir Spieler R heifit optimal genau dann, wenn Zeile i das gréfite Zeilenminimum
enthélt, wenn also a; > a; fiir alle j # ¢ ist. Der Wert

V44" = maxmin M; ; = maxa;
i
gibt die grofite Auszahlung an, die sich Spieler R garantieren kann. Es ist das Maximum aller
Zeilenminima. Der analoge Wert fiir den Spaltenspieler C' ist das Minimum aller Spaltenmaxima,
also ‘

V&S™ = minmax M; ;.

7 i

Beim Stein-Schere-Papier-Spiel ist V5" = —1 und VZ" = 1.
Wir zeigen nun in folgendem Lemma die Aussage: Fiir alle Auszahlungsmatrizen gilt:
V}Qein < Vcrein.

2.11 Lemma. Gegeben sei eine m x n-Matriz mit Zeilenminima ay, . . . , Gy und Spaltenmazima
bi,...,bn. Dann gilt fir allei,j: a; <b;. Also max;a; < min; b;.
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Beweis: Das Element an der Stelle (7,7) in der Matrix heile M; ;. Es ist nach Definition
a; < M; ;. Ebenso nach Definition ist b; > M, ;. Die Aussage folgt. O

Bei Nullsummenspielen kann auch Ungleichheit vorkommen, wie man bei Stein-Schere-Papier
sieht: Es ist V3" = —1 und VZe" = 1.
Nun betrachten wir so genannte ,,gemischte Strategien“. Gegeben ist eine Auszahlungsmatrix
M mit m Zeilen und n Spalten. Gemischte Strategien fiir die beiden Spieler sind Wahrschein-
lichkeitsverteilungen p = (p1,...,pm) und ¢ = (¢1,. .., ¢n). Interpretation:
Spieler R wiihlt eine Zeile ¢ gemifl der Wahrscheinlichkeitsverteilung p = (p1,...,pm), Spieler
C wihlt eine Spalte j gemifl der Wahrscheinlichkeitsverteilung ¢ = (g1, ..., ¢,). Spieler C zahlt
dann M; ; an R.
Da das Spiel nicht mehr deterministisch ist, ist die Auszahlung eine Zufallsvariable und diese hat
den Erwartungswert

E [Auszahlung] = ZpiquiJ =p-M-q".

i,J

Wenn Spieler R die gemischte Strategie p wiihlt, dann ist ihm der Mindestgewinn min, p- M -¢7
sicher.

Wenn er nun die fiir sich pessimistische Haltung einnimmt und davon ausgeht, dass sein Ge-
geniiber C' immer die fiir C' beste Antwort parat hat, dann sollte R seine gemischte Strategie p
so wéhlen, dass min, p M ¢ moglichst groB ist. Wir erhalten:

Die Auszahlungen, die beide Spieler sich sichern kénnen, heiflen:

Vg = maxmin p M ¢7 sowie
P q

Ve = minmax p M ¢7.
a P

(Da reine Strategien Spezialfille von gemischten Strategien sind, gilt logischerweise V5™ < Vg
und Ve < VEem)
Wir zitieren hier ohne Beweis ein berithmtes Resultat aus der Spieltheorie, ndmlich:

2.12 Satz (Das Minimaxtheorem von von Neumann). Fiir Zwei-Personen-Nullsummenspiele,
bei denen gemischte Strategien zugelassen sind, gilt Vg = V.

Beim Spiel Stein-Schere-Papier ergibt sich bei Wahl der gemischten Strategien
p=1(1/3,1/3,1/3),q=(1/3,1/3,1/3), dass Vg = 0 und V& = 0 ist.

Wenn wir mit e{, e ez die n Einheitsvektoren bezeichnen, dann gilt:

M-q" = M-(q-ef + - +aqn-ef)
Also
p-M-q" = q-p-M-e + - +q,-p-M-el.

(Man kann also p- M - qT als konvexe Linearkombination der p- M - el ansehen.)

Wenn man ¢ beliebig als Wahrscheinlichkeitsverteilung wihlen darf, dann wird p - M - ¢ also
minimal, wenn man ¢; = 1 setzt fiir dasjenige i, wo p - M - eI’ minimal ist und alle anderen q;
auf 0 setzt. Mit dieser Uberlegung haben wir auch erhalten:

2.13 Satz (Loomis’ Theorem). Fiir Zwei-Personen-Nullsummenspiele gilt:

Ve = maxminp-M - e? (ej = j-ter Einheitsvektor).
P

Ve = minmaxe;- M- qT.
q i

Ve = Ve

26



Uminterpretation im Sinne der randomisierten Algorithmen

Ein randomisierter Algorithmus kann in bestimmten Fillen als Wahrscheinlichkeitsverteilung
iiber deterministische Algorithmen gesehen werden. Wir wollen dies an einem Beispiel klarer
machen:

Angenommen, ein randomisierter Algorithmus A,.q,q greift bei seinem Ablauf immer auf exakt
T Zufallsbits zu und macht davon seine Entscheidungen abhéngig.

Wenn wir alle T' Zufallsbits festlegen, sagen wir, auf das Muster r» = (71, ...,7r), dann erhalten
wir aus A,qnq einen deterministischen Algorithmus A,..

Arana kann nun auch als Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber die (endlich vielen) deterministi-
schen Algorithmen A, gesehen werden, denn man kann die T Zufallsbits zu Beginn auswiirfeln
und dann den zugehérigen Algorithmus A, starten. (Fiir Experten der Vorlesung GTI: Ein
bifichen erinnert die Sichtweise an den Rate-Verifikationsmodus einer nichtdeterministischen Tu-
ringmaschine.)

Mit dieser Sichtweise eines randomisierten Algorithmus kénnen wir nun eine Auszahlungsmatrix
M definieren. Die Zeilen entsprechen den Inputs, die Spalten den moglichen deterministischen
Algorithmen. An Stelle M;; in der Matrix tragen wir die Laufzeit ein, die der Algorithmus
Nummer j auf dem Input Nummer ¢ hat. Bei dieser Sichtweise ist der Spaltenspieler der Algo-
rithmendesigner, der die Laufzeit minimieren méchte und der Zeilenspieler der Gegner, der die
Laufzeit maximieren will.

(In unserem Beispiel mit dem Spielbaumauswerter kann man auch die Anzahl der gelesenen
Blitter eintragen, da dieses die Zahl ist, die uns interessiert.)

Die Auszahlung kann man nun auch interpretieren:

a) Wenn wir eine Wahrscheinlichkeitsverteilung p iiber die Inputs haben (im folgenden Input-
verteilung genannt), dann gibt die Zahl min; p- M - ejT die Laufzeit des besten deterministischen
Algorithmus fiir die Inputverteilung p an.

b) Wenn wir einen randomisierten Algorithmus haben, der als Wahrscheinlichkeitsverteilung ¢
iiber deterministische Algorithmen gegeben ist, dann kann man max; e; - M - g7 interpretieren als
worst-case-erwartete Laufzeit des randomisierten Algorithmus. (Das ist schwierig zu formulieren.
Gemeint ist: Fiir jeden Input hat der randomisierte Algorithmus eine erwartete Laufzeit. Die
worst-case-erwartete Laufzeit ist das Maximum {iber alle moglichen Inputs von diesen erwarteten
Laufzeiten.)

¢) Wenn wir einen randomisierten Algorithmus haben, der gegeben ist durch eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung ¢ iiber deterministische Algorithmen, und eine Inputverteilung p, dann ist die
Auszahlung p- M - ¢7 die erwartete Laufzeit des randomisierten Algorithmus auf der gegebenen
Inputverteilung.

Wichtig bei der Interpretation: die Anzahl der moglichen deterministischen Algorithmen muss
endlich sein.

Man kann nun ahnen, dass das Theorem von Loomis Zusammenhénge zwischen Laufzeiten von
randomisierten Algorithmen und Laufzeiten von deterministischen Algorithmen auf Inputvertei-
lungen herstellt. Wir haben zwanglos zu Yaos Minimaxprinzip iibergeleitet.

2.3 Yaos Minimaxprinzip

Yaos Minimaxprinzip stellt einen Zusammenhang zwischen deterministischen Algorithmen und
randomisierten Algorithmen her.

Fiir das betrachtete Problem sei sowohl die Menge der Inputs als auch die Menge der determi-
nistischen Algorithmen endlich.

Sei p eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf den Inputs und ¢ eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
auf den deterministischen Algorithmen. Wir definieren:

e Wenn A ein deterministischer Algorithmus ist und I ein Input, dann sei L(I, A) die Laufzeit
des deterministischen Algorithmus A auf Input 1.
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e L(p, A) bezeichne die erwartete Laufzeit des deterministischen Algorithmus A auf den
gemif der Verteilung p ausgewdiirfelten Inputs.

e L(I,q) bezeichne die erwartete Laufzeit auf Input I, wenn man den auf I anzuwenden-
den deterministischen Algorithmus gemif ¢ auswiirfelt. L(I,q) kann als erwartete Lauf-
zeit des (durch ¢ beschriebenen) randomisierten Algorithmus auf Input I angesehen wer-
den. maxy L(1,q) ist also die erwartete Laufzeit des randomisierten Algorithmus auf einem
worst-case-Input.

In der Spieltheorie hatten wir uns Zwei-Personen-Nullsummenspiele angesehen, die durch eine
Auszahlungsmatrix M gegeben waren und hatten Loomis’ Theorem als die Aussage

max min pT-M-ej = min max 6;; -M -q
P qa i

kennengelernt, wobei e; der i-te Einheitsvektor ist.

Mit der Sichtweise, dass die Zeilen den Inputs entsprechen und die Spalten den deterministischen
Algorithmen, ergibt sich aus Loomis’ Theorem die folgende Aussage:

max min L(p,A) = min max L(I,q).
p A det. Algor. (p’ ) q I Input (7q)

Wir lesen diese Aussage nun noch anders: Wenn max M; = min M, fiir zwei Mengen M; und
Ms gilt, dann ist mq < meo fir alle m; € My, mo € M. Hier erhalten wir Yaos Minimaxprinzip:

Vp, q : min L(p,A) < max L(I,q).
ba A det. Algor. (p, 4) = IInp>1(1t (Z,9)

Angenommen, man beschéftigt sich mit einem Problem, fiir das man nachweisen kann, dass
jeder randomisierte Algorithmus A fiir das Problem sich als Wahrscheinlichkeitsverteilung g4
iiber deterministische Algorithmen auffassen 148t. Dann folgt aus Yaos Minimaxprinzip:

Die worst-case-erwartete Laufzeit jedes randomisierten Algorithmus A, also maxj; L(I,qa), ist
mindestens so grof wie

max min L(p, A).
p A det. Algor. (p7 )

Wenn es uns also gelingt, eine Wahrscheinlichkeitsverteilung p auf den Inputs zu wéahlen und
nachzuweisen, dass fiir jeden deterministischen Algorithmus A die erwartete Laufzeit L(p, A) > T
ist, dann haben wir auch nachgewiesen, dass selbst der beste randomisierte Algorithmus eine
worst-case-(erwartete)-Laufzeit mindestens T' hat.

Wir betrachten zunéchst die Eigenschaft, dass sich im Spielbaumauswertungsszenario jeder ran-
domisierte Algorithmus als Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber deterministische Algorithmen auf-
fassen 148t. Uns interessiert an den Algorithmen nur, welche bzw. wieviele Bléitter sie lesen. Da-
her stellen wir randomisierte Spielbaumauswerter als Entscheidungsbédume dar, in denen in den
Knoten entweder ein Blatt ¢ des Spielbaums gelesen werden darf (im folgenden Bild als ,,L(:)“
angedeutet), oder eine Zufallsentscheidung getroffen werden darf. In den Bléttern des Spielbaum-
auswerters steht die gegebene Antwort, die den Wert des ausgewerteten Spielbaums angibt. Ein
Beispiel fiir die Darstellung eines randomisierten Spielbaumauswerters als Entscheidungsbaum:
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Zufalls -

e’ﬂht(u‘.a{

In deterministischen Spielbaumauswertern gibt es keine Knoten mit Zufallsentscheidungen.
Nun ist es ziemlich offensichtlich, wie man einen randomisierten Spielbaumauswerter als Wahr-
scheinlichkeitsverteilung {iber deterministische Spielbaumauswerter bekommen kann, wir wollen
dies hier nur skizzieren:

Wenn man fiir jeden Zufallsentscheid nacheinander jeden moglichen Ausgang des Zufallsent-
scheids durchgeht, erhilt man eine Menge von deterministischen Spielbaumauswertern. Man
kann auch (durch Multiplizieren der entsprechenden Wahrscheinlichkeiten) die Wahrscheinlich-
keit ausrechnen, dass die Zufallsentscheide wie gewihlt getroffen werden. Diese gibt dann die
Wahrscheinlichkeit an, mit der der deterministische Spielbaumauswerter gewéhlt wird.

Damit kann man auf die Spielbaumauswerter Yaos Minimaxprinzip anwenden.

Wenn es uns also gelingt, eine Wahrscheinlichkeitsverteilung p auf den Inputs zu wihlen und
nachzuweisen, dass jeder deterministische Spielbaumauswerter bei diesen Inputs Laufzeit min-
destens T hat, so gilt auch fiir den besten randomisierten Spielbaumauswerter, dass dieser eine
worst-case-erwartete-Laufzeit mindestens 7' hat.

Wir wihlen nun eine solche Wahrscheinlichkeitsverteilung. Um die Spielbdume besser handhaben
zu kénnen, beobachten wir zunéchst, dass man im Spielbaum alle UND- und ODER-Gatter durch
NOR-Gatter ersetzen kann ohne die berechnete Funktion zu verdndern:

Es ist NOR(z,y) =xVy =T AT, also

NOR(NOR(Il,(EQ), NOR((E;),, {E4)) = NOR(:L’l,:EQ) A\ NOR((E;),, {E4) = (:El \Y {EQ) A\ (IE3 \Y £E4).

Damit kann man jeweils ein Paar aus UND-Ebene und ODER-Ebene durch zwei Ebenen aus
NOR-Gattern ersetzen. Wir konnen uns also darauf beschrinken, NOR-Spielbdume zu betrach-
ten.

Wir wéhlen folgende Wahrscheinlichkeitsverteilung auf den Inputs (=Spielbaumbléttern)
Z1,...,T,: Setze die x; unabhingig voneinander jeweils mit Wahrscheinlichkeit p* := %g =
0.382 auf 1, sonst auf 0.

Man kann induktiv zeigen, dass jeder Knoten im NOR-Spielbaum mit Wahrscheinlichkeit p* eine
1 berechnet: Wenn z und y jeweils mit Wahrscheinlichkeit p* den Wert 1 annehmen, dann liefert
NOR(z, y) mit Wahrscheinlichkeit (1 — p*)? den Wert 1. Es gilt

2_3—\/5 V5 —1

1-rP=G-5 =1

)2=Z-(5—2\/5+1)=

3—v6

P = -
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Nun ist es unsere Aufgabe, uns anzusehen, wie deterministische Spielbaumauswerter mit dieser
Inputverteilung umgehen. Eigentlich miissen wir uns alle deterministischen Spielbaumauswerter
ansehen, aber wir kénnen auf eine Aussage zuriickgreifen, die im Artikel

Tarsi: Optimal search on some game trees: JACM, 1983, Vol. 30 (No. 3), 389-396
zu finden ist:
Definition: Der Algorithmus ,,depth-first-pruning” wertet den Spielbaum so aus, dass er in
jedem Knoten zunéchst den Wert des linken Teilbaums bestimmt und nur dann den zweiten
Teilbaum auswertet, wenn es noch notig ist. Den Teil ,,Depth-First“ seines Namens verdankt der
Algorithmus der Reihenfolge seines Vorgehens, den Teil ,,Pruning® verdankt er der Eigenschaft,
dass manchmal der zweite Teilbaum abgeschnitten (,,pruning“= ,abschneiden®) wird.
Proposition: Sei T ein NOR-Spielbaum, in dem jedes Blatt mit Wahrscheinlichkeit ¢ auf 1
gesetzt wird. Der Algorithmus depth-first-pruning hat von allen deterministischen Algorithmen
fiir diese Inputverteilung die beste erwartete Laufzeit.

Anstatt uns alle deterministischen Spielbaumauswerter ansehen zu miissen, brauchen wir also
nun nur noch die erwartete Laufzeit von depth-first-pruning zu analysieren. Dies geht relativ
einfach.

Wir teilen den Spielbaum in Ebenen ein, wobei Ebene 0 die Blétter des Spielbaums enthélt,
Ebene 1 die Eltern der Blétter, etc. Die erwartete Laufzeit von depth-first-pruning, um einen
Knoten auf Ebene h auszuwerten, sei W(h). Dann ist W(0) = 1, da nur das entsprechende Blatt
gelesen wird und dann der Output feststeht und induktiv ist

W(h)=W(h-1)+1-p") -W(h-1)=(2-p") - W(h-1),

denn depth-first-pruning wertet zunéchst den linken Teilbaum aus und nur wenn dieser den
Wert 0 liefert (was mit Wahrscheinlichkeit (1 — p*) passiert), ist auch der rechte Teilbaum noch
auszuwerten. Wir 16sen die Rekursionsgleichung und erhalten:

W(h) = (2 —p)".

Wenn der Spielbaum n Blétter hat, dann liegt die Wurzel des Spielbaums auf Ebene logn und
es ist
W(logn) = (2 — p*)logn = nlog(2=p") > 06942

Damit haben wir gezeigt, dass depth-first-pruning auf NOR-Spielbdumen mit n Blittern die
erwartete Laufzeit von mindestens n°-%42 hat, wenn die oben beschriebene Wahrscheinlichkeits-
verteilung auf den Inputs gewahlt wird.

Mit Yaos Minimaxprinzip folgt nun, dass es fiir jeden randomisierten Spielbaumauswerter einen
Input gibt, auf dem er im Erwartungswert mindestens n%-6%42 Blitter liest.

Man kann, allerdings mit gréBlerem technischen Aufwand, durch geschicktere Wahl der Wahr-
scheinlichkeitsverteilung nachweisen, dass in der Tat der von uns in 2.2.1 beschriebene rando-
misierte Spielbaumauswerter (asymptotisch) optimale Laufzeit hat. Dies wollen wir aber nicht
vorfithren, da es uns um die wesentlichen Eigenschaften von Yaos Minimaxprinzip ging.

2.4 MaxCut und MinCut, Randomisierte Kontraktion

Das Problem MAXCUT ist wie folgt definiert.

Problem MaxCut
Gegeben: Ein Graph G = (V, E) mit Kantengewichten w : E — R.
Gesucht:  Eine Zerlegung der Knotenmenge V' des Graphen G = (V, E)
in zwei nichtleere Mengen V7 und V5 mit
V="uV, und VinV,=40,
so dass das Gesamtgewicht aller Kanten zwischen diesen beiden Mengen maximal ist.
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Sprechweise: Bei einer Zerlegung V; U V5 bezeichnet man die Menge der Kanten, die zwischen
V7 und Vs verlaufen, als ,, Schnitt*.

Beim MINCuUT-Problem sucht man nach dem minimalen Gesamtgewicht aller Kanten. (Und nur
fiir dieses Problem braucht man die Bedingung, dass V7 und V5 nichtleer sein sollen.)

Das MinCut-Problem ist in Polynomialzeit 16sbar, das MaxCut-Problem hingegen ist NP-hart,
d.h. unter der Annahme P # NP ist es nicht in Polynomialzeit 16sbar. Zur exakten Losung des
MaxCut-Problems sind also keine effizienten Verfahren zu erwarten.

Sehen wir uns einen einfachen Algorithmus fiir das MaxCut-Problem an:

Algorithmus RandomCut
for i:=1ton do
begin
Setze x; := 1 bzw. z; := 0 mit Wahrscheinlichkeit 1/2.
end
Sei Vi :={v, €V |x; =1} und Vo :={v; € V | z; = 0}.

Wir wiirfeln also fiir alle Knoten unabhéingig voneinander aus, ob wir sie in die Menge V; oder
in die Menge V5 einfiigen.

2.14 Satz. Der Algorithmus liefert in Zeit O(n) eine Zerlequng V = V1 U Va. Fiir die Zufalls-
variable X, die das Gesamtgewicht der Kanten zwischen Vi und Vo angibt, gilt:

w(E) steht dabei abkiirzend fir das Gewicht ), ., w(e).

Beweis: Die Aussage iiber die Laufzeit ist trivial. Fiir eine beliebige Kante e = {v,w} € F
ist die Wahrscheinlichkeit, dass sie zwischen den beiden Mengen verliuft, genau 1/2. Es muss
némlich entweder v in die Menge V7 und w in die Menge V5 gewtiirfelt werden oder v in die Menge
Vo und w in die Menge V;. Beide Ereignisse treten jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/4 ein.

Sei X, die (Indikator-) Zufallsvariable, die 1 ist, wenn die Kante e zwischen den beiden Mengen
verlduft und 0 sonst. Es gilt also E[X.] = 1/2 fiir jede Kante e € E. Das Gesamtgewicht der
Kanten zwischen V7 und V5 ist X = Zee g Xe-w(e), wegen der Linearitét des Erwartungswertes

ist alsoE[X}:@. O

Man kann das Resultat sogar noch ein wenig verbessern:

2.15 Lemma. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph mit Kantengewichten w : E — R. Sei
ein Matching M in G gegeben. Dann kann man in Zeit O(n) eine Zerlegung V. = V3 U V4
berechnen, die ein erwartetes Gesamtgewicht von mindestens

w(E) +w(M)

5 hat.

Beweis:



Alle Knoten, die nicht am Matching beteiligt sind, werden (wie bisher) mit Wahrscheinlichkeit
jeweils 1/2 in die Menge V; bzw. die Menge Vs aufgenommen. Fiir die Knoten, die am Matching
beteiligt sind, geht man anders vor:

Sei (v, w) eine Kante des Matchings M. Mit Wahrscheinlichkeit 1/2 jeweils macht man entweder
a) oder b):

a) Fiige v zu V1 und gleichzeitig w zu V5 hinzu.

b) Fiige v zu V2 und gleichzeitig w zu V7 hinzu.

Die Analyse sieht nun wie folgt aus: Fiir eine Kante, die nicht in M liegt, ist die Wahrschein-
lichkeit nach wie vor 1/2; zwischen V7 und V5 zu verlaufen. Eine Kante, die in M liegt, verlauft
aber auf jeden Fall zwischen V7 und V5. Wir erhalten als erwartetes Gesamtgewicht:

w(E\ M)

5 _— .

+w(M) = 5

2.4.1 MinCut

Fiir unseren Algorithmus benttigen wir eine Operation ,Kontraktion“, die zwei gegebene Knoten
v und w ,zusammenzieht“. Wir beschreiben, wie man zwei gegebene Knoten v und w kontra-
hieren kann. Falls es eine Kante zwischen v und w gibt, entfernt man diese zunéchst.

Eingabe: Ein Multigraph G = (V, E) und zwei Knoten v und w.
Ausgabe:  Ein Multigraph G’ = (V’, E') mit |V’| = |V| — 1, wobei G’ aus G wie folgt
entsteht:

e Fiir die Kante (Multikante) e = {v,w} € E ersetze die Knoten v und w durch einen neuen
(Meta-) Knoten z. Alle anderen Knoten bleiben unveréndert.

e Fiir Knoten = # v, w ersetze jede Kante {z,v} € E und {z,w} € E durch die Kante {z, z}.
Die anderen Kanten bleiben erhalten. Sei E’ die resultierende Kantenmenge.

Das Resultat der Operation ,Kontraktion® wird, wenn e = {v,w} ist, mit Kontraktion(G,e)
bezeichnet. Der Graph G’ enthilt genau einen Knoten weniger als G.

Beispiel:

zZ

G Kontraktion(G,e)

Die Zeit fur die Durchfithrung der Kontraktion ist offenbar O(n) fiir |V| = n, da jeder Knoten in
G maximal O (n) Nachbarn hat. Hierbei ist es fiir spiitere Zwecke von Vorteil, sich zu merken,
welche Knoten zu einem Metaknoten gehoren.
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Algorithmus ,,Randomisierte Kontraktion*

Wir stellen nun den randomisierten Algorithmus, basierend auf Kontraktionen, vor. Wenn der
Eingabegraph G nicht zusammenhéngend ist, dann kénnen wir v als die Menge der Knoten einer
beliebigen Zusammenhangskomponente von G wahlen und V5 als alle anderen Knoten und die
Partition V1UV; ist dann minimal. Im folgenden sei also der Eingabegraph zusammenhingend.
Durch die Kontraktionen bleibt der Zusammenhang erhalten.

Eingabe:  Ein zusammenhéngender Multigraph G = (V, E') mit |V| > 2.
Ausgabe: Eine Partition V = V;UV; bzw. die entsprechende Menge
der Kanten e € E zwischen V7 und V5.
H =G
while H hat mehr als 2 Knoten do
Wihle zuféllig geméfl Gleichverteilung eine Kante e aus H.
H := Kontraktion(H, e)
end of while
V1 und V; sind die beiden Knotenmengen, die den zwei (Meta-) Knoten in H entsprechen.

Liegen gewichtete Kanten vor (Mehrfachkanten), so werden diese dann natiirlich mit einer
Wahrscheinlichkeit entsprechend ihrem Gewicht gezogen. Da der Eingabegraph G und somit
auch H zusammenhéngend ist, ist die Menge der Kanten, aus der wir eine Kante auswéhlen,
nie leer wihrend des Algorithmus.

3

2.16 Satz. Fiir Multigraphen mit n Knoten kann der Algorithmus ,,Randomisierte Kontraktion*
so implementiert werden, dass er in Zeit O(n?) ausgefiihrt werden kann.

Beweis: Es reichen folgende Beobachtungen:
e Es werden maximal n — 2 Kontraktionen durchgefiihrt.
e Die Zeit fiir eine Kontraktion ist O(n) fiir |V| = n.
o Also ist die Gesamtzeit O(n?).

Der Algorithmus ,Randomisierte Kontraktion‘ terminiert also nach O(n?) Schritten und liefert
eine Partition V = V1UVs, die aber nicht notwendigerweise einen optimalen Cut (Zerlegung)
darstellen muss. O

Es ist hier nur noch zu iiberlegen, wie die zufillige Auswahl einer Kante in Zeit O(n) bewerk-
stelligt werden kann. Dies sei als Ubung iiberlassen.
Im folgenden bezeichnen wir mit mincut(G) die Anzahl der Kanten im minimalen Schnitt.

2.17 Lemma. Es gelten folgende drei Aussagen fiir Graphen G = (V, E) mit |V| = n:

1. Eine Partition V = ViUV, ist genau dann Resultat des Algorithmus ,Randomisierte Kon-
traktion‘, wenn im Verlauf des Algorithmus keine Kante kontrahiert wurde, die zwischen
V1 und Vo verlduft.

2. Ist mincut(G) = k, dann gilt |E| > k- % .
3. Fir jede Kante e € E gilt: mincut(G) < mincut(Kontraktion(G, e)).

Beweis: [zu 2.] Jeder Knoten hat Grad mindestens k, da ansonsten der minimale Schnitt kleiner
als k wére. Also ergibt sich:

Z grad(v) > k-n

veV
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und folglich gibt es in G mindestens an viele Kanten. O

Beweis: [zu 3.] Wenn man einen Metaknoten in einer Menge wieder aufbricht, veréindert sich der
Schnitt offensichtlich nicht. Das ,,<* ergibt sich daraus, dass man einen ,, Teil“ des Metaknotens in
die andere Menge packen kénnte und so einen eventuell kleineren Schnitt bekommen kénnte. [

2.18 Satz. Der Algorithmus ,Randomisierte Kontraktion“ liefert mit Wahrscheinlichkeit von
mindestens 2/n? einen minimalen Schnitt. Genauer: Sei K die Kantenmenge eines minimalen

Schnittes. Die Wahrscheinlichkeit, dass K als Kantenmenge ausgegeben wird, ist mindestens
2/n?.

(Ubrigens folgt aus dem Satz als Nebenprodukt, dass es héchstens n?/2 viele minimale Schnitte
gibt.)

Beweis: Vor der i-ten Runde liegen n; = n—i+1 Knoten vor. Der Algorithmus liefert die Menge
K als Ausgabe genau dann, wenn keine Kante e € K kontrahiert wird. Sei E; das Ereignis ,es
wurde in Runde 7 keine Kante aus K kontrahiert“.

Sei G; der Graph, der in der i-ten Runde vorliegt, und sei |K| = k. Da durch Kontraktionen
der Mincut hochstens grofler wird, gilt stets mincut(G;) > k, also ist die Anzahl der Kanten in

(; mindestens w Hochstens £ Kanten in G; sind aus K, also ist die Wahrscheinlichkeit,

dass eine Kante aus K zur Kontraktion ausgewéhlt wird, durch ﬁ beschrénkt, also:
2
Prob(E; | ExN---NE;_1)>1— ——.
rob (Fi | By 1) 2 n—i+1
Somit ergibt sich:
Prob (Algorithmus liefert k) = Prob(E1NE;N---NE,_3)
2 2 2
> (1=2).(1= (1= 2
> (1-2) (1- =22 (1= 3)
_ n=-2n-3 1
B n n—1 3
_1-2---(n—2)
B 3---m
_ 2 .2
 (n—1)-n = n?
Damit haben wir den Satz bewiesen. g

Also ist die erwartete Anzahl an Aufrufen, bis ein minimaler Schnitt gefunden wird, héchstens
n?/2. Dies bringt aber insgesamt eine schlechte Laufzeit von O(n*). Wird der Algorithmus ,,Ran-
domisierte Kontraktion“ N-mal ausgefiihrt, ist die Wahrscheinlichkeit, jedesmal einen Schnitt
auszugeben, der nicht minimal ist, hochstens

N
n? -

Die Erfolgswahrscheinlichkeit ist somit mindestens 1 — e~z

betragt die Wahrscheinlichkeit mindestens

. Wahlt man N = ¢-n? - Ilnn, so

1— 6—2c~lnn —2(:.

=1-—n

Wenn der Algorithmus ,,Randomisierte Kontraktion* schon stoppt, wenn nur noch ¢ Knoten
vorliegen, dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass bis dahin keine Kante aus K kontrahiert worden
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ist, mindestens ;:8;11))' Dies bringt uns zu folgendem Algorithmus.

Algorithmus FastCut (G = (V, E))
1. n=1V|.

2. IF n < 6 THEN berechne min. Schnitt nach irgendeiner trivialen Methode.

3. t:[1+%].

4. Rand. Kontraktion bis auf ¢ Knoten von G — H;.
Rand. Kontraktion bis auf ¢ Knoten von G — Ho.

5. FastCut (Hy).
FastCut (Hs).
Gib die kleinere der beiden berechneten Kantenmengen aus.

2.19 Satz. FastCut hat Laufzeit O(n?logn) und licfert einen minimalen Schnitt mit Wahr-

scheinlichkeit mindestens Q(@)

Analyse der Laufzeit ,0.B.d.A.-Annahmen“:
1. Beide Kontraktionen in Schritt 4 kosten zusammen Laufzeit genau n2.

2. T(6) = 1.

3. T'(n) sei die Laufzeit von FastCut auf Graphen der Grofe n.

Es gilt also T'(6) = 1 sowie T'(n) =2-T ({1 + %—‘ ) +n?. Es sei ng :=nund n;q1 = {1 + 35-‘

Wenn ng = n > 6 ist, so gibt es stets ein r mit n, = 6. Dies zeigen wir nachher. Wir nehmen
zunichst einmal an, dass wir das r kennen und schétzen die Laufzeit in Abhéngigkeit von r ab.
Sei also nun n, = 6. Es ergibt sich die Rekursionsgleichung:

T(n)=T(ng) = 2-T(ny)+n?
2(2- T(ny) +n?) + nd
4-T(ng) + 2n? + n?

r—1
= 27-T(n,)+>» 2" -n}
=0

r—1
27+ 2l
=0

Nun benétigt man die folgende Ungleichung;:

ni \°  n2
2 i i
Nip1 = <ﬁ> =3

also n? < 2-n? |, also (induktiv) n? < 27" . n2 bzw. 2° - n? < 2" - nZ. Wir kénnen nun obigen
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Term abschitzen durch

r—1
T(n) = 27+) 2-n
=0

r—1
2" +) 2"}
=0
2" 42" n?
2"+ 72736 =0(r-2").

IN

Es bleibt die Aufgabe, r zu berechnen. Da die Funktion f(z) := {1 + %—‘ monoton und f(6) = 6

ist, ist fiir ng = n > 6 keines der n; kleiner als 6. Das folgende Lemma hilft uns nun, das r
abzuschétzen:

2.20 Lemma. Sei q := % Dann gilt fir alle i > 0, dass n; < %q +mn - q ist. (Dabei ist

2 ~6.8284.)

1—g

Beweis: Durch Induktion. Induktionsanfang: ng = n < n + 6. Induktionsschritt:
niy1 = [1+q-n] < 2+4+q-n;

9 .
< 2+q(1Tq+n-ql)

2 .
2+ q —|—TL'(]H—1

1—¢
2—-2g+2 : ,
_ q+ Q_’_n, i+l _ tn.-gtl
1—¢ 1—gq

Wihlt man ¢ > 2 - logn + 6, so folgt n; < 7, also wegen der Ganzzahligkeit n; = 6.

Somit ist 7 < [2-logn + 6]. Setzt man diese Schranke fiir r in die oben berechnete Schranke
fiir T'(n) ein, so ergibt sich eine Laufzeit von O(n%logn). Kommen wir nun zur Analyse der
Erfolgswahrscheinlichkeit. Sei F; das Ereignis, dass die folgenden beiden Dinge passieren:

1. Bei der Kontraktion zu H; wird keine Kante aus K kontrahiert.
2. FastCut liefert auf H; einen minimalen Schnitt.

Entsprechend definieren wir Ey tiber Ho. FastCut ist erfolgreich, wenn F; oder Fs eintritt.

In H; sind mit Wahrscheinlichkeit mindestens ngff_ll)) alle Kanten eines minimalen Schnitts K

n n

vorhanden. Fiir t = [1 4 %1 ergibt das eine Wahrscheinlichkeit von mindestens @ =1

Damit tritt ,,1.“ mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1/2 ein.

Prob (E; UE;) = Prob(E;)+ Prob(E;) —Prob (E; N E,).

Dies ist monoton in Prob (E;) und Prob (E3), wenn also beide mindestens den Wert p haben,
dann hat FastCut Erfolgswahrscheinlichkeit mindestens 2p — p2.

Wir betrachten den Rekursionsbaum von FastCut. Die Struktur des Baums ist auf allen Einga-
ben gleich. Wir definieren: Sei p(r) die kleinste Erfolgswahrscheinlichkeit, iiber alle Eingaben
betrachtet, die zu einem Rekursionsbaum der Tiefe r fithren. Wir erhalten mit den obigen
Uberlegungen bei einem Rekursionsbaum der Tiefe r + 1: Prob (E1) > (1/2) - p(r), ebenso fiir
Prob (E3) und somit mit der Wahl p := (1/2) - p(r):
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p*(r)

p(r+1) > p(r) - 1

2.21 Satz. Falls p(i) > % fir irgendein d ist, dann gilt p(i +1) > 7=

Beweis: Wir definieren die Funktion f(z) := 2 — 22/4. Unsere Uberlegungen gerade haben
gezeigt, dass p(i + 1) > f(p(i)) gilt. Die Funktion f ist eine nach unten offene Parabel mit
Scheitel bei z = 2. Damit ist sie im Intervall [0, 1] monoton steigend und wir erhalten:

1 1 1 1
N > = i+ >fl=)==—-—.
pi) > o p(l+)f(d> L
Nun muss gelten:
1 1 1 d+1 d+1 1
> 1—— > —<1l&sd> -.
d 4d2_d+1®d+ g 20T g stedzy

Andererseits ist sogar d > 1 garantiert, da p(i) eine Wahrscheinlichkeit ist (somit héchstens 1)
und somit aus p(i) > 1/d folgt, dass d > 1 ist.

O

Da p(0) =1 > 1 / 1, kénnen wir dieses Lemma induktiv verwenden, um zu folgern, dass p(1) >

2....,p(i) > 5 ist. Fiir 7 < 2logn + 7 ergibt sich eine Erfolgswahrscheinlichkeit von p(r)

(k)

Fazit zum Algorithmus FastCut

e FastCut hat Laufzeit O(n?logn).

e Die Wahrscheinlichkeit, einen minimalen Schnitt auszugeben, ist Q(logn)

Eine Randbemerkung scheint angebracht: Bei dem Algorithmus ,, Randomisierte Kontraktion*
galt sogar: Fiir alle minimalen Schnitte K ist Prob (K wird ausgegeben) = Q(1/n?). Diese
analoge Eigenschaft (mit dem Term (1/logn) statt Q(1/n?)) gilt bei FastCut nicht mehr.
Wir betrachten als Gegenbeispiel den vollsténdigen Graphen auf n Knoten, K. Die minimalen
Schnitte sind fiir beliebiges v € V' von der Form V; = {v} und Vo = V' \ {v}. Damit haben wir n
verschiedene minimale Schnitte und es kann nicht gelten, dass jeder davon mit Wahrscheinlichkeit
Q(1/logn) ausgegeben wird.

ol O

I

e O

Abbildung 2.5: Ein minimaler Schnitt fiir den Kj.
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Um nun zu einer annehmbaren Erfolgswahrscheinlichkeit zu kommen, iterieren wir den Al-
gorithmus FastCut. Die Wahrscheinlichkeit, einen minimalen Schnitt auszugeben, ist min-
destens c¢/logn fiir eine geeignete Konstante ¢. Wir iterieren FastCut [&Colog n| mal. Die
Wahrscheinlichkeit, jedesmal keinen minimalen Schnitt auszugeben, betrigt dann hochstens
(1- @)&colog” < e7190 ~ 1073, Wir erhalten also einen randomisierten Algorithmus mit
Laufzeit O(n?log® n) und Erfolgswahrscheinlichkeit > 1 — 10~%3. Der bisher schnellste bekann-
te deterministische Algorithmus hat eine Laufzeit von O(ne + n?logn) = O(n?), wobei e die
Kantenzahl des Eingabegraphen ist.

2.5 Randomisierte Selektion

Gegeben ist ein Array S[1,...,n]. Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass alle Elemente
verschieden sind und n gerade ist.

Da alle Elemente verschieden sind, kénnen wir jedem der Elemente eindeutig einen Rang zuord-
nen, und zwar erhélt das kleinste Element den Rang 1, das zweitkleinste den Rang 2, und so
fort. S(i) bezeichne das Element vom Rang ¢ in S.

Das Selektionsproblem besteht in der Aufgabe, zu gegebenem S und k das Element S(k) zu
finden. Wir beschriinken uns in diesem Unterkapitel auf den Fall k& = n/2, d.h. der von uns zu
entwerfende Algorithmus soll den Median bestimmen. Den Median kann man offensichtlich de-
terministisch in Zeit O(nlogn) bestimmen, indem man das gesamte Array mit Heapsort sortiert
und dann das Element an Position n/2 ausliest.

In der Vorlesung ,,Datenstrukturen“ bzw. ,DAP2* stellt man einen randomisierten Algorith-
mus vor, der im Erwartungswert hochstens 4n Vergleiche macht, im worst-case aber eben auch
quadratisch viele.

Hier wollen wir einen randomisierten Algorithmus vorstellen, der immer mit 2n+o(n) vielen Ver-
gleichen auskommt, manchmal allerdings die Antwort ,, Weif§ nicht“ zuriickliefert. (Dies allerdings
mit einer akzeptablen Wahrscheinlichkeit.)

Zum besseren Verstidndnis des folgenden Algorithmus beginnen wir mit einem Beispiel. Ange-
nommen, es ist n = 1000000 und es ist das Element vom Rang 500000 gesucht. Weiter sei
angenommen, dass jemand uns das Element a vom Rang 499000 und das Element b vom Rang
505000 verréat.

Wie kénnten wir das ausnutzen? Wir wiirden das Array S einmal durchlaufen und alle Elemente
herausfiltern, die grofler gleich a und kleiner gleich b sind. Das wéren 6001 viele. Das zu suchende
Element vom Rang 500000 befindet sich logischerweise unter diesen.

Nehmen wir an, wir héiitten die 6001 Zahlen in ein Array M gefiltert. Dann wiirde man das Array
M sortieren und das Element S(500000) finden, indem man das Element an Position 1001 in M
ausliest. Was hat man gewonnen? Man hat (eventuell) eine geringere Laufzeit, weil man das
kleinere Array M sortiert hat an Stelle des grofien Arrays S.

Das ist die Grundidee hinter folgendem Algorithmus:

Algorithmus select(k, a, b).

Voraussetzung: a < b sind zwei Elemente aus dem Array S.

begin
Bringe mit der Prozedur ,,Partition“ von Quicksort das Element a an die richtige Stelle in S.
Nennen wir diese Stelle nun pos(a).
Auf dem Teilarray S[pos(a) + 1],..., S[n] bringe das Element b mit der
Prozedur ,,Partition“ an die richtige Stelle in S.
Falls pos(a) > k: output(,, Weifl nicht. Typ 1.%)
Falls pos(b) < k: output(,, Weil nicht. Typ 1.%)
Sei P := pos(b) — pos(a) + 1.
(P zihlt die Anzahl der Elemente, die grofler gleich a und kleiner gleich b sind.)
Falls P > 4n3/* + 2: output(, Weif nicht. Typ 2.¢)
Ansonsten: Sortiere das Array an den Stellen pos(a), ..., pos(b) mit Hilfe von Heapsort.
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Gib das Element an Stelle k aus.
end
Zwei Bemerkungen: 1.) Die Ausgabe ,Typ 1 bzw. ,Typ 2“ haben wir hier nur kiinstlich
hinzugefiigt, um die beiden Stellen unterscheiden zu kénnen.
2.) Dass man die Prozedur abbricht, wenn P zu grof ist, soll verhindern, dass man zuviel Laufzeit
in das Sortieren des Teilarrays investiert.
Wie kommt man aber an geeignete Werte a und b heran?
Zuerst wird eine Stichprobe aus S zufillig gezogen. Intuitiv sollte klar sein, dass der Median
der gesamten Menge S auch mit hoher Wahrscheinlichkeit in der zufilligen Stichprobe nahe der
Mitte liegt. Das gibt uns die Intuition, warum wir als a ein Element wihlen sollten, das in der
Stichprobe ein wenig unterhalb des Stichprobenmedians liegt und als Element b eines, das ein
wenig oberhalb des Stichprobenmedians liegt. Genauer gehen wir wie folgt vor:

Algorithmus LazySelect

1. Benutze ein Array R[1,... ,n3/4]. (Die eventuell notwendigen Gauflklammern um das n®/* schen-
ken wir uns.)

2. Firi=1,...,n%%

3. begin Wéhle gemif der Gleichverteilung ein Element aus dem Array S und speichere es in RJ[i].

4. end

5. Sortiere die Menge R mit HEAPSORT aufsteigend.

HEAPSORT macht O(|R| - log |R|) = O(n** -logn) = o(n) viele Vergleiche.
6. Fiir jedes ¢ ist die Wahrscheinlichkeit, dass R[i] < S(k) ist, genau k/n. Damit ist z = % =

k-n~'* die erwartete Anzahl an Elementen in R, die kleiner oder gleich S(k) sind.

7. Wir erwarten also, dass das Element S(k) (wiirde man es in das Array R einsortieren) an Position
x zu stehen kédme.

8. Wihle | = |z — v/n| und a := R][l].

9. Wihle h = [z + y/n| und b := R[h].
10. (Fiir n groB genug ist 1 <! und h < n.)
11. Rufe select(k, a,b) auf.

2.22 Satz. Der Algorithmus LazySelect fiihrt 2n—+o(n) viele Vergleiche durch und gibt entweder
den Median des Arrays S oder die Meldung , Weif$ nicht.“ aus. Die Meldung ,, Weif$ nicht.“ wird
dabei mit Wahrscheinlichkeit hochstens O(—z) ausgegeben.

Beweis: Angenommen, es tritt ein ,, Weifl nicht“ vom Typ 1 auf. Das kann zwei Griinde haben:
e a> S(k) < a= R[l] > S(k) < weniger als | Elemente aus R sind kleiner/gleich S(k).
e b < S(k) < b= R[h] < S(k) & mindestens h Elemente aus R sind kleiner als S(k).

Wenn wir mit X die Zufallsvariable bezeichnen, die angibt, wieviele Elemente in R kleiner oder

gleich S(k) sind, dann tritt also die Ausgabe ,, Weifl nicht. Typ 1.“ auf, wenn X <l oder X > h
n3/4 .
ist. Es macht also Sinn, X genauer anzuschauen. Wir kénnen X = """ | X, schreiben, wenn

wir die X; wie folgt definieren:

{ 1, falls R[i] < S(k) ist
X, =
0, sonst

Es ist: Prob (X; =1) = %, also E[X;] = % Dies entspricht einem Bernoulliexperiment, dessen
Varianz bei Wahrscheinlichkeit p mit p(1 — p) errechnet und durch 1/4 abgeschétzt werden kann
(siehe Definition 3.8 und anschlieSende Rechnung): V [X;] < 1.

Daraus ergibt sich fiir den Erwartungswert von X:



und fiir die Varianz, da die X; unabhingig voneinander sind:

nd/4

VIX]=) VX< i

n
1

Damit erhalten wir:

Prob (X < oder X > h)

IA

Prob (| X — z| > /n)
Prob (|X — E[X]| > V/n) .

An dieser Stelle wenden wir die Ungleichung von Tschebyscheff an. Diese besagte:
1
vt >0: Prob (X~ E[X]| > t-/V[X]) < >

Wir wihlen ¢t = V7 ynd erhalten:

v V[x]

Prob (| X — E[X]| > v/n) < @ = O(n~14).

Damit haben wir die Wahrscheinlichkeit analysiert, mit der der Algorithmus die Antwort ,, Weif3
nicht. Typ 1.“ ausgibt. Die Analyse der Wahrscheinlichkeit, dass der Algorithmus die Antwort
,» Weifl nicht. Typ 2.¢ gibt, wollen wir nur kurz anreifien:

Wihle
ki =k— 2134 sowie kp =k -+ 2n3/4,

Fiir n grof3 genug ist k; > 1 und &k < n.
Falls a > S(k;) und b < S(ky,), dann gilt P < 4n3/* + 1, es kommt also nicht zur Meldung , Weif}
nicht. Typ 2.“.

P>4an®*4+2= P >4 41 = a < S(k) oder b> S(ky).
Also gilt

Prob (P > 4n3/t 4 2) < Prob (a < S(k;)) + Prob (b > S(kz))

und wir begniigen uns mit der Bemerkung, dass man die Wahrscheinlichkeiten Prob (a < S(k;))
und Prob (b > S(kp)) auf dhnliche Weise wie oben analysieren kann, wobei sich auch hier
wieder ergibt, dass sie durch O(n~/%) beschriinkt sind.

Es ergibt sich eine gesamte Versagenswahrscheinlichkeit von O(nil/ 4. (]

40



Kapitel 3

Allgemeine Techniken und
Prinzipien

3.1 Eine probabilistische Rekurrenz

Bei der Analyse von deterministischen Algorithmen haben wir oft folgende Situation vorliegen:
Ein Problem auf n Objekten wird auf ein Problem auf n/2 Objekten reduziert, dieses dann auf
ein Problem auf n/4 Objekten etc. Das Problem auf genau einem Objekt ist dann oft trivial zu
16sen.

Es ist klar, dass wir mit logn Schritten auskommen, bis wir nur noch ein Objekt vorliegen haben,
bzw. mit O(logn) Schritten, wenn n nicht gerade eine Zweierpotenz ist.

Was passiert aber, wenn wir einen randomisierten Algorithmus vorliegen haben, der nach einem
Schritt nicht auf garantiert exakt n/2 Objekte reduziert, sondern nur im Erwartungswert auf n /2
Objekte? Intuitiv wiirden wir immer noch O(log n) Schritte erwarten, aber triigt uns die Intuition
vielleicht? Wir betrachten diese Fragestellung gleich in einer noch allgemeineren Variante.

Es wird eine probabilistische Rekursionsgleichung, die sich bei der Analyse eines sogenannten
random walks ergibt, beispielhaft gelost. Diese Losung kann uns dann bei der Analyse anderer
randomisierter Algorithmen hilfreich sein.

Wir betrachten ein Array mit den Positionen 1,2, ..., in dem sich an einer Position n zu Beginn
ein ., Partikel“ oder , Teilchen“ befindet. Das Partikel wird an jeder Arrayposition 7 > 1 um eine
Zufallsvariable X; nach links transportiert, und bei ¢ = 1 gestoppt. Wir setzen daher voraus, dass
1 < X; <i—1 ist und nehmen an, dass wir von der Zufallsvariable nur wissen, dass E [X;] > ¢(4)
ist, wobei g eine monoton steigende Funktion ist, die wir kennen. Gesucht ist die Antwort auf die
Frage, wie lange es im Erwartungswert dauert, bis das Teilchen an der Position 1 angekommen
ist.

Zur Notation: Sei Tj, eine Zufallsvariable, die die Anzahl der dafiir benétigten Schritte misst.
Gesucht ist also E [T},]. Der folgende Satz liefert eine Antwort auf diese Frage:

n

1
3.1 Satz. Wenn g monoton steigend ist, dann gilt E[T,] < F(n) := E 50
° g
1=2

Beweis: Wir zeigen diese Aussage durch vollstdndige Induktion iiber n. Der Induktionsanfang
ist klar, da E[Ty] = 0 und F'(1) = 0 ist. Sei jetzt n > 2. Im Induktionsschritt argumentieren wir
wie folgt:

T, 14T, x, > E[T,] =1+E[T,_x,]

1+ E[F(n—X,)] (nach Induktionsvoraussetzung)

IN
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In der letzten Ungleichung benétigen wir, dass jedes X, > 1 ist, und auBerdem haben wir implizit
von einer Eigenschaft Gebrauch gemacht, die im Anhang auf Seite 138 unter der Uberschrift
,Einschub zu zweistufigen Experimenten“ beschrieben ist.

: — (s 1 1 1 1
Wir beobachten nun, dass F'(n) = F(y)—i—m—i—- oy = F(n—Xn)—l—m—i—- o
ist und konnen wie folgt umschreiben:

1 1
< el L]
T VAT
1 1
= 14+ F(n)—-E |: + :|
e VT A S RNITT)
< 14+ F(n)—E {Xn L)] (wegen der Monotonie von g)
g(n
E[X,]
= 1+F(n) -
T
< F(n)
In der letzten Ungleichung haben wir E [X,,] > g(n) benutzt. O

Im Buch von Motwani und Raghavan wird an dieser Stelle lediglich die schwiichere Aussage

n

E[T,] < /Tlx)dx
1

bewiesen. Diese ergibt sich leicht aus unserem Satz durch die folgende einfache Beobachtung:
Wenn f(z) eine monoton fallende Funktion ist, die auf dem Intervall [a,a + 1] integrierbar ist,
dann gilt

a+1 a+1
/ flx)dz > / fla+1)dz = f(a+1), damit ist

3 n

n 2 n
/ﬁdmz/ﬁdm—klﬁd&e—k---—knl ﬁdmmﬁ.

Vollkommen analog gilt natiirlich auch: Wenn T3, die Anzahl der Schritte misst, bis das Teilchen
in Position 0 (statt Position 1) ist, dann gilt

E[T,] gZﬁ.

i=1

Anwendungen zur probabilistischen Rekurrenz

FIND-Algorithmus

Wenn wir eine Menge von verschiedenen Zahlen gegeben haben, bezeichnen wir mit ,,Rang® eines
Elements die Position des Elements in der sortierten Reihenfolge, bei n Elementen hat also das
kleinste Element den Rang 1 und das gréfite den Rang n. Das FIND-Problem ldsst sich wie folgt
beschreiben:

Gegeben: Ein Array S mit n paarweise verschiedenen Zahlen sowie eine Zahl k € {1,...,n}.
Gesucht: Das Element mit Rang k.

Las-Vegas-Algorithmus: FIND(S k)
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Wiihle ein Element = aus dem Array (gemif der Gleichverteilung).

Berechne S¢ :={y |y < z, y im Array} und Ss := {y | y > =, y im Array}.

Fall 1: |S<| > k : FIND(S<,k).

Fall 2: |Sc| =k —1: output z.
e Fall 3: |Sc| <k —2: FIND(Ss,k — |S<|—1).

3.2 Satz. Die durchschnittliche Rekursionstiefe fiir den FIND-Algorithmus ist durch 4 - H,
beschrinkt, wenn er auf einem Array der Grifle n aufgerufen wird. Dabei ist H, die n-te
Harmonische Zahl, H, ~ Inn.

Beweis: Mit Hilfe des random walks: Dabei entspricht die Position des Partikels der Grofie
der Restmenge. STOP spétestens bei Position 1. Damit entspricht die Rekursionstiefe der Anzahl
Schritte, bis man an Position 1 angelangt ist. Dank der probabilistischen Rekurrenz reicht es, die
Zufallsvariable X,, zu analysieren, die die ,,verlorenen Elemente“ misst, wenn der Algorithmus
auf ein Array aus n Elementen angewendet wird. Sei k1 der Rang des gewéihlten Elements x.

e Fall 1: k; > k. Dann ist |S<| > k und damit fallen n — k1 4+ 1 viele Elemente weg.
e Fall 2: k1 = k. Also fallen alle n — 1 anderen Elemente weg.

e Fall 3: k; < k. Folglich fallen k; Elemente weg.

Fiir den Erwartungswert gilt:

n k—1
1
E[X,] = —-( > (n—k1+1)+n—1+2k1>
n k1=k+1 ki1=1
1 n—k k—1
= —-( k1+n—1+Zk1>
n k}1:1 k}1:1
1 —k)-(n— —-1)-
_ _'(n )-(n k+1)+ _1+(k 1) k)
n 2 2
S 1 (n_2_1+n_1)>2
= n \4 4 -

wobei sich das vorletzte Ungleichheitszeichen ergibt, wenn man nach k ableitet und die Ableitung
gleich Null setzt. (Ergebnis: k = 2L.) Die letzte Ungleichheit gilt fiir n > 2.

Folglich kann man in der probabilistischen Rekurrenz die Funktion g(i) = % verwenden. Daraus
ergibt sich

Zﬁ:Z?:4ZE:4Hn—4%4h’In.

1=2 9 1=2 1=2

Graph-Farbbarkeit

3.3 Definition. Die Firbung eines ungerichteten Graphen G = (V,E) mit k Farben ist ei-
ne Abbildung f : V — {1,...,k}. Eine zulissige Firbung eines Graphen hat zusitzlich die
Eigenschaft, dass f(u) # f(v) fur alle {u,v} € E gilt.
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Also bilden alle Knoten, die eine bestimmte Farbe haben, eine unabhéngige Menge.
Das Farbbarkeitsproblem lésst sich nun wie folgt beschreiben:

Gegeben: Ein ungerichteter Graph G = (V, E).
Gesucht: Die minimale Farbenanzahl, mit der der Graph G zuléssig gefarbt werden kann.

Es ist bekannt, dass das Farbbarkeitsproblem ein NP-hartes Problem ist. Wir zeigen nun, wie
man einen einfachen Algorithmus fiir die Farbung mit Hilfe der probabilistischen Rekurrenz
analysieren kann.

3.4 Satz. Gegeben sei ein ungerichteter Graph G = (V,E). Angenommen, wir haben einen
Algorithmus A, der auf jedem Teilgraphen von G, der genau i Knoten enthdlt, eine unabhdngige
Menge berechnet, die im Erwartungswert mindestens g(i) Knoten enthdilt. Dann kann der Graph
mit hdchstens >, ﬁ vielen Farben zulissig gefdrbt werden.

Beweis: Zum Beweis geben wir einen Algorithmus an:

k=0;
while G # 0 do
begin
k:=k+1,;
Berechne unabhingige Menge I in G. Farbe die Knoten in I mit Farbe k;
Entferne die Knotenmenge I aus dem Graphen G, also ,,G := G — I[*;
end;
Die Anzahl an benutzten Farben ist k.

Die Position des Partikels beim random walk entspricht hier der Anzahl der Restknoten im
Graphen. Die Anzahl an Schritten bis zur ,,Position 0¢ entspricht der Anzahl der benutzten
Farben.

Der Algorithmus berechnet eine Farbung mit & Farben, wobei der Erwartungswert fiir £ durch
> 1 1/g(i) beschrénkt ist. Da dies der Erwartungswert fiir k ist, gibt es insbesondere eine
Farbung mit maximal dieser Farbenzahl. O

3.2 Momente, Abweichungen und Okkupanzprobleme

Wir interessieren uns nun nicht nur fiir Erwartungswerte, sondern auch fiir Aussagen der folgen-
den Form: ,Mit hoher Wahrscheinlichkeit ist die Laufzeit durch T beschrankt.“ Hier stellt sich
natiirlich die Frage, was wir als hohe Wahrscheinlichkeit akzeptieren. Typischerweise wird hier
1 — o(1) gewéhlt. Andere Méglichkeiten bestehen darin, den o(1)-Term zu konkretisieren, also
zum Beispiel 1 — 27" oder 1 — n~F als hohe Wahrscheinlichkeiten zu bezeichnen.

3.2.1 Einige Definitionen und Begriffe
3.5 Definition. Das k-te zentrale Moment einer Zufallsvariable X (k gerade):

u9)(X) = E [(X — B[x])"].
3.6 Definition. Fiir k = 2 ist dies die Varianz, d.h. V[X] = u®(X).
3.7 Satz. a) Wenn X eine Zufallsvariable ist, so gilt
V[X]=E[X?] -E[X].

44



b) Wenn X eine Zufallsvariable mit Werten aus {0, 1} ist, dann gilt

V[X]=E[X]-(1-E[X)).

Beweis:
Esist V[X] = E[(X -E[X])?]
- E {X2—2X-E[X]+E[X]2]
= E[X? -2E[X]’ +E[X]?
= E[X?]-E[X]

Wenn X nur Werte aus {0,1} annimmt, dann gilt X = X? und somit E [X?] = E[X] und die
Aussage b) ergibt sich durch Ausklammern. O

3.8 Definition. Ein Bernoulliexperiment ist ein Zufallsexperiment mit der Zufallsvariable

{ 1 mit Wahrscheinlichkeit p
X =
0 sonst

3.9 Behauptung. Die Varianz eines Bernoulliexperiments X ist
VI[X]=p(1-p) <1/4

Dies ergibt sich direkt aus dem letzten Satz, Teil b), da X eine {0, 1}-Zufallsvariable ist.

3.10 Behauptung (Linearitéit der Varianz bei paarweiser Unabhéngigkeit). Wenn X5, ..., X,
paarweise unabhéngige Zufallsvariablen sind und X := Y"1 ; X; ist, dann ist

V[X]:ZV[Xi].

Beweis: Sei zur Schreibvereinfachung p; := E[X;], p := E[X], also p = > | ;. Ebenso sei
ab; := X; — u;. (Den Namen ab benutzen wir als Abkiirzung fiir ,, Abweichung“.) Natiirlich ist
E [ab;] = E[X;] — i = 0 und V [X;] = E [ab]] .

VIX] = E[(X -E[X])7]

n n 2
= E (Z&—Zw)
i=1 i=1

. (iabi)z

=1

— E[(aby + - +ab,)?]
= E[ab?+---+abi—|—2-ab1-ab2—|—---+2-abn_1-abn].

Da X; und X; fiir ¢ # j unabhéngig voneinander sind, sind auch ab; und ab; unabhéngig
voneinander, daher gilt:

E [abl . abj] = E [abi] -E [abj]
= 0.

45



Also ist

VIX] = E[ab%—!—---—!—abi]
= E[abi] + - +E[ab]]
= V[Xi]+---+V[X,].

3.3 Two-Point-Sampling

Hier direkt eine ,,Anwendung“, bei der ausgenutzt wird, dass die Linearitit der Varianz bei
paarweiser Unabhéngigkeit gilt.

3.11 Definition. Zufallsvariablen Y7,..., Yy heiflen genau dann paarweise unabhéngig, wenn
fiir alle ¢ # j die Zufallsvariablen Y; und Y; unabhéngig sind.

3.12 Lemma. Seip eine Primzahl und Z,, die abelsche Gruppe modulo p. Seien Zufallsvariablen
Yo,...,Y,—1 wie folgt definiert: wdhle a,b € Z, gemdfi der Gleichverteilung und setze fir alle
i €A0,...,p—1} die Zufallsvariable Y; = a - i+ b mod p. Dann gilt: Yo,...,Y,_1 sind paarweise
unabhingig und jedes Y; nimmt Werte aus {0,...,p—1} gemdfs der Gleichverteilung an.

Bevor wir das Lemma beweisen, zunéchst einmal ein Beispiel:

Die folgenden Matrizen enthalten alle vorkommenden Mdoglichkeiten fiir den Fall p = 5 und
i =0, 1,2, jede Spalte entspricht einem Wert von b, jede Zeile einem Wert von a. Die erste Matrix
steht fiir die Belegung der Zufallsvariable Yy, die zweite fiir die Belegung der Zufallsvariable Y7,
ete.

01 2 3 4 01 2 3 4 01 2 3 4
01 2 3 4 1 2 3 40 2 3 4 01
01 2 3 4 2 3 401 4 01 2 3
01 2 3 4 34 01 2 1 2 3 4 0
01 2 3 4 4 01 2 3 34 01 2

Die Zufallsvariable Y; ist durch die i-te Matrix definiert: Zeile und Spalte werden ausgewdiirfelt
und Y; nimmt den Wert an der entsprechenden Position an. Paarweise Unabhéngigkeit von
zum Beispiel Yj und Y7 bedeutet hier, dass wenn wir alle Werte fiir @ und b durchlaufen, an den
entsprechenden Stellen in den Matrizen alle Wertepaare genau einmal vorfinden. Zum Beispiel fiir
(a,b) = (0,0) sehen wir in Matrix Yy den Wert 0 und in Matrix Y7 den Wert 0, fiir (a,b) = (2, 2)
sehen wir die beiden Werte (2, 4), fiir (a,b) = (4,2) das Paar (2, 1), etc.

Zum Beweis des Lemmas

Beweis: Zu zeigen ist, dass fiir alle ¢, co € Z, gilt:
Prob (Y; = c¢; und Y; = ¢3) = Prob (Y; = ¢1) - Prob (Y; = ¢2).
Wir zeigen zunichst, dass die rechte Seite den Wert 1/p? ergibt:

Prob(Y; =c;)= Prob(a-i+bmodp=cy)
= Prob(b=c¢; —a-imod p)
= 1/p.
Die Wahrscheinlichkeit ist 1/p, weil nach der Wahl von a genau eine Wahl von b dafiir sorgt,
dass die obige Kongruenz erfiillt ist. Das Produkt der Wahrscheinlichkeiten fiir ¥; und Y; ergibt
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1/p%

Nun zur linken Seite: Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass Y; = ¢; und Y; = ¢ ist?

Das Polynom f(z) := ax + b ist ein Polynom vom Grad 1 iiber dem Koérper Z,. Ein solches

Polynom liegt nach dem Interpolationstheorem eindeutig fest, wenn wir seinen Wert an zwei

Stellen kennen.

Wenn Y; = ¢; und Y; = ¢ ist, dann ist f(¢) = ¢; und f(j) = co, somit liegt das Koeffizientenpaar

a, b eindeutig fest. Jedes Koeffizientenpaar wird aber mit Wahrscheinlichkeit 1/p? ausgewiirfelt.
O

Anwendung

Paarweise unabhéngige Variablen kénnen benutzt werden, um RP-Algorithmen zu amplifizieren.
Gegeben ein RP-Algorithmus A, der wie folgt funktioniert:

x Eingabe

r  Zufallswert € Z,
wiirfle r € Z,, aus und gib A(z,r) aus, wobei A(x,r) zur Rate-Verifikations-Maschine determi-
nistisch arbeitet. (Hier fithlt man sich an den Begrift der Rate-Verifikations-Maschine aus der
Vorlesung GTI erinnert.)
Da A ein RP-Algorithmus ist, gilt:

x € L= Prob.(A(x,r) =1) > %

x ¢ L= Prob.(A(z,r) =0)=1

Um r auszuwiirfeln, braucht man O(log p) Bits. Bei N-facher Iteration kann man den Fehler des
RP-Algorithmus auf 27 driicken, dabei verwendet man O(N log p) Zufallsbits. Wenn man also
mit O(log p) Zufallsbits auskommen mochte, kann man nur einen Fehler von O(1) erzielen.
,Gute* Zufallszahlen zu erzeugen kann aufwéndig sein. Das folgende Vorgehen spart Zufallsbits:
Wir wiirfeln zwei Zufallszahlen a € Z, und b € Z,, aus und berechnen fiir i = 0,...,N — 1 die
Zahlen r; :=a - i+ b mod p.

Unser neuer Algorithmus, nennen wir ihn A*, ruft der Reihe nach A(z,r;) auf und gibt am Ende
eine Eins aus, wenn fiir Y := Zij\;_ol A(x,r;) gilt, dass Y > 0 ist.

Jedes A(z,r;) ist eine Zufallsvariable mit Tréigermenge {0,1}. Damit ist die Varianz der Zufalls-
variable maximal 1/4. Thr Erwartungswert ist mindestens 1/2, wenn = € L ist und ist gleich 0
sonst.

veLSBY]= S EA@n)] > N2
1=0
= 0.

z¢ L=E[Y]
Da nach dem letzten Lemma die 7o, ..., ry—1 und somit die A(z,r;) paarweise unabhéngig sind,
gilt:
N—1 N
VY] = V[A(z,r)] < T
i=0
Also gilt

Prob (A* rechnet auf « € L falsch)

Prob (Y =0)
Prob (|Y —E[Y]| > E[Y])
V] _ N4 1

IA

IA

BYP - NN

E[v]

Dabei haben wir wieder die T'schebyscheffsche Ungleichung verwendet, diesmal mit ¢ := .
Y seee vV
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Fazit: Beidem neuen Vorgehen erreicht man mit O(log p) Zufallsbits bei N < p Iterationen eine
Fehlerwahrscheinlichkeit, die héchstens 1/N ist. Man kann also eine Fehlerwahrscheinlichkeit von
1/p erreichen.

Allerdings sollte man N auch nicht zu grofl wihlen, also zum Beispiel nicht N = p wéhlen, da
man bei p Iterationen auch gleich alle Moglichkeiten r € {0,...,p — 1} durchprobieren kénnte.

3.3.1 Das Coupon Collector Problem

Gegeben sind n Boxen 1,...,n und Bille, die gemaf der Gleichverteilung auf die Boxen verteilt
werden. Wie grof} ist die erwartete Anzahl der Ballwiirfe, bis jede Box mindestens einen Ball
enthilt? Hier besteht ein Zusammenhang zum Lottoproblem (siche Seite 10). Beim Lottopro-
blem lautete die Frage, wie viele Zufallsversuche (= Ziehung einer Zahl) wir durchfithren miissen,
bis 6 verschiedene Zahlen gezogen wurden. Wenn wir 6 von n Kugeln ziehen wollen, dann lautet
die Antwort: n n

n—1+'”+n—5'

n

-+

n
Das Coupon Collector Problem lésst sich also auch so formulieren: Wieviele Zufallsversuche X
erwarten wir, bis n verschiedene Kugeln gezogen wurden? Dieser Erwartungswert E [X] errechnet

sich als . .
1
Z%:nZ;:an

i=1 i=1
Damit ist nlnn + 1 < E[X] < nlnn + n. (Siehe Satz A.4.)

3.13 Satz. Fir jede Konstante § > 1 gilt: Nach mehr als Bnlnn Ballwirfen ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass keine Box leer ist, 1 — o(1).

Beweis: Betrachte die Box i. Die Wahrscheinlichkeit, dass Box 4 leer ist, betréigt nach minde-
stens GnInn Ballwiirfen hochstens

1 Bnlnn
n

Die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eine Box leer ist, ist also kleiner als n=?+! = o(1).
Die Wahrscheinlichkeit, dass alle Boxen mindestens einen Ball enthalten, ist also mindestens

1—0(1). O

Andererseits kann man auch fragen, wie voll typischerweise die Box mit den meisten Béllen ist.
Bevor wir diese Frage beantworten, geben wir noch einige Abschitzungen ohne Beweis an, die
wir hierfiir benttigen:

L=
2. (}) <%
3. (1) < (52)"

Sei nun n die Anzahl der Boxen und m die Anzahl der Ballwiirfe, £~ das Ereignis, dass Box 1
mindestens k Bille enthilt. Dann gilt (siehe Anhang):

Prob (Ex;) < (7;) : (%)k

Die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eine Box mindestens k Bille enthilt, ist hochstens

m — ’ < ( m) - * (We (S2 b 3)
1 A S ]lalZ n .

48




Setze m = TL, dann ibt dieb héchbtenb
k n k

Wahle £ := [61“” ] Einsetzen von k ergibt

Inlnn
k
k Inl
(& nmn elnn
n(%) Sn( 1 ) :ne—kln111n+k1nlnln7l Snefelnn+(m~|lnlnlnn
nn

Beachte, dass fiir n > ng gilt, dass

I'elnn

lnlmj Inlnlnn

Inn
Also ist

ne—elnn+|—1‘;1{l‘]";/-| Inlnlnn < nefelnnJrO,’?lnn < nn72 _ l _ 0(1)
o o n
Damit ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Box mindestens [121&21 Elemente enthélt, o(1). Wir
halten fest:

3.14 Satz. Sei maxy,,, die grofite Fillung einer Box nach n Ballwirfen in n Boxen. Dann ist
-1
Prob (maxn , > c nn) = o(1).

In Worten: Mit hoher Wahrscheinlichkeit haben alle Boxen eine durch e-lnn/Inlnn beschrinkte
Fiillhohe.

3.3.2 Das Geburtstagsparadoxon

Wieviele Personen benétigt man, bis die Wahrscheinlichkeit, dass 2 der Personen am gleichen Tag
Geburtstag haben, mindestens 1/2 betréigt? Wir nehmen eine Gleichverteilung der Geburtsdaten
iiber 365 Tage an.

Sei E; das FEreignis, dass Person i an einem anderen Tag Geburtstag hat als die Personen
1,2,...,i—1. Dann gilt:

Prob (m Personen haben an verschiedenen Tagen Geburtstag)
= Prob(Ex;A---AEy)
Prob (EQ) - Prob (Eg | EQ) - Prob (E4 | E3 A EQ) ----Prob (Em | EQ VACERIVAN Em—l)

i i 1+2+--+( ) ( 1)
i1 424 (m—1 m(m—
= H(]_— > SHeiln =e n =e 2n .
1=2

i=2
Wahle m > v/2n + 1, dann ist m(g;fl) > 1. Damit ergibt sich e~ —rned) <e ! < i Wemn
n = 365 ist, ist v2n + 1 = 28.

1—1
n

3.4 Das Prinzip der verzégerten Entscheidung

Das Prinzip der verzégerten Entscheidung ist ein Analyseverfahren, das in der folgenden Situation
angewendet werden kann: Gegeben ist ein Algorithmus A, dessen Verhalten auf zufélligen Inputs
untersucht werden soll, der aber fiir festen Input deterministisch ist. Bisher haben wir in diesem
Fall eine Eingabe x = (z1,...,z,) vorweg komplett ausgewiirfelt und dann die deterministische
Laufzeit auf dieser Eingabe analysiert. Beim Prinzip der verzdgerten Entscheidung wird nun
jeder Teil des Inputs dann einzeln ausgewiirfelt, wenn er gebraucht wird. Wenn man dafiir
sorgt, dass in beiden Fillen die gleiche Wahrscheinlichkeitsverteilung vorliegt, kann man diesen
Algorithmus A;,., anstelle des Algorithmus A analysieren.
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Beispiel

Zur Motivierung des Prinzips der verzogerten Entscheidung betrachten wir das folgende
Kartenspiel: Gegeben sind 52 handelsiibliche Spielkarten, je 13 der Farben $, 0, &, &. Diese
werden gemischt und gleichméfig auf vier Stapel verteilt. Die Stapel bekommen als symbolische
Namen ebenfalls die Bezeichner >, 0, #, &. Dies bedeutet aber keineswegs, dass (z.B.) im Stapel
& nur Karten der Farbe & sind. Den Spielablauf beschreiben wir im Pseudocode:
z := {; counter := 1
while Stapel mit Farbe z not empty
ziehe Karte K vom Stapel mit Farbe z
z := Farbe von K
counter++
Das Spiel ist gewonnen, wenn counter = 52, und sonst verloren.

Man startet also mit dem Karostapel, nimmt von dort eine Karte. Die Farbe dieser Karte sagt
einem, von welchem Stapel man die niichste Karte ziehen soll. Und so fort. Das Spiel endet,
wenn man versucht, auf einen leeren Stapel zuzugreifen. Man verliert, wenn beim Spielende nicht
alle Karten vom Tisch sind.

Ubrigens endet das Spiel immer mit einem versuchten Zugriff auf den Karostapel, denn wenn
ein Stapel leer wird, der nicht der Karostapel ist, dann hat man von der Farbe dieses Stapels
dreizehn Karten gesehen und es kann danach nicht passieren, dass man noch einmal auf den
Stapel zugreifen muss. Der Karostapel spielt deswegen eine besondere Rolle, weil der erste
Zugriff auf ihn ,von auflen® vorgegeben ist.

Die interessante Frage ist nun, wie grof die Gewinnwahrscheinlichkeit ist. Diese Analyse ist ohne
die Methode der verzdgerten Entscheidung nicht sehr elegant durchzufiihren, da die Stapelver-
teilung, also alle 52 Karten vorab zufillig erzeugt werden miisste. Wir erzeugen jetzt aber die
Farbe einer Karte erst dann, wenn sie gezogen wird. Damit entspricht ein Spiel einer Folge von
52 Kartenfarben bzw. einer Verteilung von 52 Karten in einer bestimmten Reihenfolge.

Wir gewinnen genau dann, wenn wir die dreizehnte Karokarte ziehen und der Tisch anschlieBend
leer ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn die dreizehnte Karokarte die letzte der 52 Karten ist.
Also betrigt die Gewinnwahrscheinlichkeit genau %.

3.4.1 Stabile Heiraten

Wir betrachten als Anwendung das Problem der stabilen Heiraten: Gegeben sind n Ménner, n
Frauen, und Permutationen 7y, ..., T, sowie o1,...,0,. Die Interpretation ist die folgende: Die
Permutationen 7; geben die Reihenfolge an, in der der Mann i die Frauen mag, analog geben die
Permutationen o; die Reihenfolge an, in der die Frau ¢ die Médnner mag.

Gesucht ist nun ein Matching bzw. eine Menge von Heiraten (1,a1), (2,a2),...,(n,a,), so dass
jeder Mann mit genau einer Frau verheiratet ist und die Heiraten stabil sind, d.h. es diirfen
keine zwei Paare (i1,71), (i2, j2) existieren mit der Eigenschaft, dass Mann ¢; die Frau js seiner
Frau j; bevorzugt und umgekehrt jo den Mann ¢; ihrem Mann io bevorzugt. Eine Menge von
Heiraten, die stabil ist, wird auch einfacher als stabile Heirat bezeichnet.

Die beriihmteste Anwendung fiir dieses Problem stammt aus den USA, wo Medi-
zinstudierende fiir ein Praktikum auf Krankenh&user verteilt werden. (Siehe z.B.
http://www.ams.org/featurecolumn/archive/marriage.html )

Beispiel Wir bezeichnen die Méanner zur besseren Unterscheidung mit den Grofbuchstaben
A, B,C, D, die Frauen mit kleinen Buchstaben a,b,c,d (dies liegt lediglich in der erwarteten
Korpergrofie begriindet) und betrachten folgende Vorlieben:

A: abed B : bacd C : adcb D : dcab
a: ABCD b: DCBA c¢: ABCD d: CDAB
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Das Matching (A, a), (B,b),(C,c),(D,d) ist nicht stabil, da C d gegeniiber ¢ bevorzugt und d
C' gegeniiber D. Eine Losung dieser Instanz ist das stabile Matching (A, a), (B, b), (C,d), (D, ¢),
dies wird gleich bewiesen werden.

Vorsicht: Dieses Beispiel suggeriert, mit einem lokalen greedy-Ansatz konne das Problem gel6st
werden. Dies ist im Allgemeinen NICHT moglich!

3.15 Satz. Fiir jede Eingabe w1, ..., T, 01,...,0, gibt es eine stabile Heirat. Fine solche kann
mit dem folgenden Algorithmus Proposal (Heiratsantrag) berechnet werden.

Algorithmus Proposal
Der Algorithmus folgt im wesentlichen dem greedy-Ansatz, jedoch verheiratet er Paare zunéchst
nur vorléufig. Treten Instabilitdten auf, so wird eine vorldufige Entscheidung riickgéingig gemacht.

while exists unverheirateter Mann M do

M wéhlt unter allen Frauen, die noch keinen Heiratsantrag von
ihm erhalten haben, die ihm sympathischste Frau F aus. (x)

M macht F' einen Heiratsantrag.

Falls F' unverheiratet ist, akzeptiert sie den Heiratsantrag.

Falls F' verheiratet ist und M ihrem aktuellen Mann gegeniiber
bevorzugt, akzeptiert sie den Heiratsantrag und
ldisst sich von ihrem aktuellen Mann scheiden.

Beispiel (Fortsetzung) Wir lassen den Algorithmus zur Illustration einmal auf der Eingabe
des letzten Beispiels laufen:

1. A macht a einen Heiratsantrag — (4, a)
2. C macht a einen Heiratsantrag — a lehnt ab
3. C macht d einen Heiratsantrag — (C, d)
4. D macht d einen Heiratsantrag — d lehnt ab
5. D macht ¢ einen Heiratsantrag — (D, ¢)

6. B macht b einen Heiratsantrag — (B, b)

Analyse des Algorithmus und Beweis des Satzes

e Die Liste in (*) ist nie leer, denn alle Frauen bleiben verheiratet, falls sie einmal verheiratet
sind. Sie wechseln hochstens ihren Partner. Falls alle Frauen den Heiratsantrag von M
abgelehnt haben, waren sie zu dem Zeitpunkt verheiratet. Wenn n Frauen verheiratet
sind, miissen deshalb auch n Méanner verheiratet sein, sonst ergébe sich ein Widerspruch
zur Monogamieforderung.

e Der Algorithmus ist deterministisch.

e Die worst-case-Laufzeit ist durch O(n?) beschriinkt. Bei jedem Durchlauf der while-Schleife
findet ein Antrag statt. Dabei wird in der Liste des jeweiligen Mannes eine Frau von der
Liste gestrichen, namlich diejenige, der der Antrag gemacht wurde. Da auf jeder Liste n
Frauen stehen, kann die while-Schleife also nur maximal n? mal durchlaufen werden.

Dass dieser worst-case auch (zumindest asymptotisch) eintreten kann, zeigt der Fall, dass
alleo; =m; = (1,2...,n) sind: Wenn die Ménner in der Reihenfolge 1 bis n ihre Heiratsan-
trage machen diirfen, dann macht Mann Nummer ¢ den Frauen 1 bis ¢ Heiratsantrige, wobei
die ersten i — 1 davon aber abgelehnt werden. Das macht zusammen 1+2+---+n = O(n?)
Heiratsantrége.
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e Die Korrektheit zeigen wir per Widerspruchsbeweis. Wir nehmen an, es gébe ein Heirats-
paar (X, z), (Y,y), das instabil ist. Dann bevorzugt X Frau y gegeniiber z. Also machte
X Frau y den Antrag eher als . Wir argumentieren nun, dass y einen Mann haben muss,
den sie lieber mag als X. Wir unterscheiden zwei Fille:

Fall 1 Der Antrag von X an y wurde von y abgelehnt. Dann war y zum Zeitpunkt des
Heiratsantrags mit einem ihr sympathischeren Mann als X verheiratet und somit auch
spéter, also ist ihr Y lieber als X. Widerspruch.

Fall 2 Der Antrag von X an y wurde von y angenommen. Da y spéter neu geheiratet hat,
muf sie Y lieber haben als X. Widerspruch.

Eine average-case-Analyse Unser Ziel ist es nun, die durchschnittliche Anzahl an Hei-
ratsantrigen zu analysieren. Dazu analysieren wir das Verhalten auf einem zufilligen In-
put w1, ..., T, 01,...,0n, der gemifl der Gleichverteilung ausgewdiirfelt wird. Das Prinzip der
verzogerten Entscheidung bedeutet hier, dass die Reihenfolgen erst dann ausgewiirfelt werden,
wenn sie relevant sind, d.h. immer dann, wenn ein Mann einen Heiratsantrag macht, wiirfelt er
die ihm liebste Frau unter allen noch nicht gefragten aus. Dann gilt:

Prob (modifizierter Algo macht T' Antrige) = Prob (Proposal macht T' Antrige)

Um die Analyse zu vereinfachen, betrachten wir anstelle dieses modifizierten Algorithmus den
Algorithmus Amnesie, bei dem ein Mann die Frau, der er einen Antrag macht, aus allen Frauen
auswiirfelt. Dieser Algorithmus macht offensichtlich héchstens mehr Schritte. Wir erhalten:

Prob (Amnesie macht > T Antréige)
> Prob (modifizierter Algo macht T' Antrige)
= Prob (Proposal macht 7" Antrige)

Mit der Interpretation ,, Frauen entsprechen den Boxen“ und , Heiratsantrag ist ein Ballwurf in
eine Box“ wird klar, dass folgendes gilt:

Behauptung: X sei die Zufallsvariable, die die Anzahl der Ballwiirfe misst, bis jede von n Boxen
mindestens einen Ball enthélt. Y sei die Zufallsvariable, die die Anzahl der Heiratsantrige angibt,
bis alle verheiratet sind. Offenbar ist X =Y, da beiden Zufallsvariablen die gleiche Grundmenge
und die gleiche Wahrscheinlichkeitsverteilung zugrunde liegt. Das Problem l&sst sich also als
Coupon Collector Problem auffassen, fiir das wir gezeigt haben, dass E [X] = nlnn + O(n) gilt
und wo fiir alle § > 1 gilt, dass Prob (X > fgnlnn) < o(1) ist.

Wir haben gezeigt:

3.16 Satz. Der Algorithmus Proposal ldst das Problem der stabilen Heiraten bei zufilligem Input
in erwarteter Laufzeit O(nlogn).

Zuriick zum Coupon-Collector-Problem Wir zeigen zunéchst eine einfach zu beweisende,
dann eine genauere, aber schwieriger zu beweisende Aussage.

3.17 Behauptung. X sei die Zufallsvariable, die die Anzahl der Versuche misst, bis jede Box
mindestens einen Ball enthélt. Dann gilt fiir alle ¢ > 0:

2
1.
Prob (|X ~B[X]| 2 c-n) < 2 gg.

Beweis: Sei X; die Anzahl Versuche, die man braucht, um bei ¢ — 1 schon belegten Boxen
einen Ball in eine freie Box zu werfen. Da die Wahrscheinlichkeit, eine freie Box zu erwischen,
p= "= ist, ist E[Xy] = 1/p = .

Fiir die Zufallsvariable X gilt X = > | X; und wegen der Unabhéngigkeit der X; haben wir

fiir die Varianz

VX]=V[Xi]+ -+ V[X,],
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also interessiert nun die Varianz V [X;]. Wir halten zunéchst fest, dass X; gleich der Anzahl der
Versuche ist, bis Erfolg eintritt und dieser pro Versuch mit Wahrscheinlichkeit p eintritt. Folglich
gilt Prob (X; = j) = (1 — p)?~!p. Daraus ergibt sich:

VIX] = E[X]]-E[X]
= (3 Prob (X =j)-5%) ~ (1/p").
j=1
= O _(—p/p-5®) - (1/p7).
j=1
= .- (kleinere Rechnung ausgelassen):- - -
_ 1-»p
2
< 1
= 2

Wenn wir nun p = (n — 4 + 1)/n einsetzen, so erhalten wir:

n
VX < ‘
[l < (n—i+1)2
Damit erhalten wir insgesamt:
VIX] = ) VIx]
i=1

IA
H‘M:
=

|
-3
_|_
o
e

< n?.

wobei das letzte Kleinergleich von der Tatsache > ;o) & = %2 herriihrt.

Wegen der Tschebyscheff-Ungleichung — Prob (|X —E[X]|>t/V[X ]) < & — erhalten wir
(bei Wahl von t =c¢-n/y/V [X]):

V[X] w2 1.65

< .
c2-n?2 2.6 2

Prob(|X —E[X]|>c¢-n) <

Nun zur priziseren Aussage:

3.18 Behauptung. X sei die Zufallsvariable, die die Anzahl der Versuche misst, bis jede Box
mindestens einen Ball enthélt. Dann gilt:

Ve € RT: lim Prob(nlnn —cn < X <nlnn+cn) = e e " —eme,
Bei z.B. ¢ =4 ist Prob (...) = 0.98.
Beweis: Wir benétigen das Prinzip der Inklusion/Exklusion. Fiir zwei Mengen A und B besagt
dieses:
Prob (AU B) = Prob (A) + Prob (B) — Prob (AN B),
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fiir drei Mengen

Prob(AUBUC) = Prob (A) + Prob (B) + Prob (C)
— Prob(ANB)—-Prob(ANC)—Prob(BNC)
+ Prob(ANnBNCQC),

bzw. allgemeiner, wenn wir P} := Z Prob (ﬂ Ei> abkiirzen:
5C{1,...,n},|S|=k i€S
Prob(EyUEy---UE,) =P = Py + Pj —--- =Y (="' Py
k=1

Desweiteren benttigen wir die Ungleichung von Boole-Bonferroni, die wir hier nicht beweisen
wollen. Sie besagt im Prinzip, dass wir eine untere Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit Pj* —
P+ Pg*—- - bekommen, wenn wir nach einem Minuszeichen abbrechen und eine obere Schranke
erhalten, wenn wir nach einem Plus abbrechen. Man ist ja nicht besonders iiberrascht, dass so
etwas gilt:

k gerade: Prob (U, E;) > Zkzl(—l)fﬂpf
k ungerade : Prob (U;_, ;) <375, (=1)/T' P

Sei EI™ das Ereignis, dass Box i bei m Ballwiirfen leer bleibt, also ist Prob (X >m) =
Prob (Ui, E[") = Y2, (=1)"*' P
Am liebsten wiirden wir nun die Wahrscheinlichkeit

Prob (E{"U---UE)

genau ausrechnen. Da das aber schwierig ist, geben wir uns mit einer asymptotischen Aussage
zufrieden. Sei
Sp=P'—P}+ P —--- P,

mit S§ = 0.
S7 ist der Wert, den man erhélt, wenn man die Formel fiir Prob (EJ* U - - - U E*) nach k Termen
abbricht. S} ist also eine Schétzung der gesuchten Wahrscheinlichkeit. Fiir uns ist von Interesse,
wie genau die Schéitzung ist.
Die Ungleichung von Boole-Bonferroni besagt, dass fiir alle n und alle £ > 0 mit 2k +1 < n
folgendes gilt:

S5, < Prob (ET"U---UE") < S -

Wenn es uns also gelingt, nachzuweisen, dass fiir alle k¥ der Wert S}, := lim,,_.o S} existiert,
dann wissen wir, dass gilt:
Vk : Sor < lim Prob (ET"U---UE") < Sopt1.
n—oo
Wenn wir dann zeigen kénnen, dass limg_, o, S existiert (und zum Beispiel den Wert T' annimmt),

dann gilt auch
klim Sor < lim Prob (ET"U---UE") < klim Sok+1,

also
T < lim Prob(E]"U---UE™") T
und somit

T = lim Prob(E]"U---UE").

n—oo
Nun kitmmern wir uns um die Berechnung der Limiten: Zunéchst beobachten wir, dass P}* =
(?)(1 — 2)™ ist. Hier ergibt sich der erste Term, weil wir j der insgesamt n Boxen auswéhlen
miissen; von denen wir in m Versuchen keine auswéhlen diirfen, dies besagt der zweite Term.
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Man kann (unter Verwendung der bekannten Abschétzungen fiir die Binomialfunktion) zeigen,
dass lim,, oo P' = e_,!cj =: P; ist, wenn m = nlnn + c-n £ O(1) ist (c eine reelle Konstante).
Daraus erhélt man:

Skp:=lim S = lim P'—-P'+.---£ P
— P —Py+---+P,
e—cl e—c2 e—c3 e—ck
S TR TR e T TR

Wir erinnern daran, dass die Reihenentwicklung der Exponentialfunktion

r 2 s
exp(z) :==€” —1+ —|———|— =+
2! 7!
ist. Nun erkennt man direkt, dass die Formel fiir S nichts anderes ist als die ersten & Terme der
Reihenentwicklung von 1 — exp(—e~¢). Wir erhalten limy_,oo Sy =1 — e~ "
Da Prob (X >m) = Prob (X > [nlnn + ¢cn]) = Prob (X > nlan + cn) ist (X ist auf jeden
Fall eine ganze Zahl), haben wir nun gezeigt, dass
lim Prob (X >nlnn+cn)=1—e"°"
ist. Ebenso (mit —c¢ statt ¢ und nach untem gerundetem m) folgt, dass
lim,, o Prob (X > nlnn—cn) =1-— e~ ist.
Die Wahrscheinlichkeit, dass nlnn — cn < X < nlnn + c¢ ist, ergibt sich also aus der Differenz
Prob (X > nlnn — ¢n) — Prob (X > nlnn + cn) und somit

lim Prob(nlnn—ecn <X <nlnn+cn)=e° —e °.

n—oo

3.5 Chernoffschranke(n)

X1, Xo,..., X, selen n unabhéngige Zufallsvariablen mit X; € {0,1} und Prob (X; =1) = p,.
Dann gilt fir X = X1+ Xo +---+ X, und p:=E[X]=>"  p; :

a0) Fiir alle § > 0 und alle m > u gilt : Prob(X >(146)-m) < {(1+§§1+5}m
al) Fiir alle 6 > 0 gilt . Prob(X > (1+4) )< [<1+‘§;1+6r
a2) Fiir alle 0 < 6 < 1 gilt . Prob(X <(1-6) p) < [(15;;,5}”
a3d) Fiir alle 0 < ¢ gilt : Prob(X <(1-6)-p) < G

b) Fiir alle 0 <6 < 1 und alle m > p gilt : Prob (X > (1+4)-m) < emls

c¢) Fiir alle R > 5p gilt : Prob (X > R) < (1/2)%

d) Fiir alle 0 < ¢ < 1 gilt : Prob (| X —pu|>d-p)<2- e=hd*/3,

(Anmerkung: Man kann sich relativ leicht davon iiberzeugen, dass die Funktion ﬁ

fir alle x > —1 grofler als 0 und kleiner gleich 1 ist. Daher sind die auf der rechten Seite
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vorkommenden Zahlen {ﬁ} und {ﬁ} kleiner gleich 1. )

Nun zum Beweis der Chernoffschranke(n):

Beweis: Die Aussage al) ergibt sich aus Aussage a0) durch Einsetzen von m := p.

Aussage c¢) erhilt man aus a0) wie folgt: Setze § := 4 und m := R/5. Da R > 5pu ist, ist m > p
und daher kann a0) angewendet werden. Einsetzen ergibt als rechte Seite der Schranke:

oA\ B/5 eA/5\ B R R
<55> = ( - > <0458 < (1/2)R.
Aussage d) ergibt sich wie folgt. Der Fall | X — u| > § - p tritt genau dann auf, wenn entweder
X >14+9)-poder X < (1—9)-pist. Wegen der bekannten Eigenschaft Prob (AU B) <
Prob (A) + Prob (B) folgt die Aussage d) nun aus a3) und b).

Fiir den Beweis zu den anderen Aussagen machen wir zunéchst eine Voriiberlegung. Wir wihlen
ein t € R und berechnen E [e"‘X ] fiir die Zufallsvariable X:

E [et~X] - E {et~(X1+Xz+...+Xn)} —E ﬁetxil _ ﬁE [et'X’?]
i=1 i=1
= H(l (1 —pi) +pie’) = H(l + pi(e! — 1))
i=1 i=1

< ePr(e'=1) . pn(ef=1)
t
(eprtpattpn)© -1

_ e,u(et—l).

In der Ungleichung haben wir die Eigenschaft 1 + z < e auf z = p;(e* — 1) angewendet.

Zu a0) Fiir § = 0 ist die Aussage eine triviale. Wir konnen also im folgenden § > 0 annehmen.
Wenn ¢t > 0 eine (reelle) Zahl ist, so konnen wir wie folgt rechnen:

Prob(X > (1+6)-m) 2 Prob (etX > et<1+6>-m)

Markov E [etX] el’«(etfl)
et(1+8)m — o(1+5)-mt
em(etfl)
< mwwéhletzln(1+5)>0

em»(1+671) edm

< oc(L+0) min(1+e) (1 +0)@+o)ym’

zu a2) Fiir § = 0 ist die Aussage wieder trivial, sei also ¢ > 0 im folgenden. Fiir jede reelle
Zahl t < 0 gilt:

Prob (X < (1—19) - pu) =" Prob (etX > et(l_‘s)"")
<
e(etfl)u
e (LT
_ e(1—6-1) H B e H
- e(1—9) In(1-9) - (1 _ 5)(1—6)
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em—(1+m)'ln(1+z

zu b) Wir schreiben # = ) und weisen nach, dass fiir die Konstante

¢c=2In2—1~0.386 und z € (—1,1] gilt, dass
—(

r—(1+z) - In(l+z)<—c- 2?

gilt. Man kann dies mit einer klassischen Kurvendiskussion nachweisen. Dies tun wir im An-
hang, Satz A.6. Hier wollen wir uns die Giiltigkeit der Ungleichung durch einen Funktionenplot
zumindest plausibel machen. Der folgende Funktionsgraph zeigt fiir f(z) := z— (1+z) In(1+z)
und g(z) := —2? (2In(2) — 1) den Verlauf von f(z) — g(x).

80 90 ¥0 <c0

T
L

x

Es gilt also fiir alle z € (—1,1], dass W < e~7"¢ ist. Da ¢ ~ 0.386 > 1/3 ist, ergibt sich
also Aussage b) aus al).

Ubrigens kann man eine bessere Konstante bekommen, wenn man sich auf den Fall beschriinkt,
dass = negativ ist.

Fiir Aussage a3) haben wir zumindest den Fall 0 < § < 1 aus a2) hergeleitet. Fiir 6 > 1 machen
wir die folgenden Uberlegungen: Wenn 6 = 1 ist, dann erhalten wir im Beweis zu a2) die Aussage
Prob (X < (1 —6)- ) < ¢ ~Dr Da man ¢ beliebig negativ wihlen darf, ergibt sich daraus fiir
§ =1 die Aussage Prob (X < (1 —9) - pu) < e " < e /3,

Wenn § > 1 ist, dann kann das Ereignis X < (1 —§) - p nicht eintreten, da X eine nicht-negative
Zufallsvariable ist. Also ist Prob (X < (1 —4)-u) = 0 und die Abschétzung in a3) ist eine
triviale Aussage. |

3.19 Beispiel. (Anwendung der Chernoffschranke:)
Gegeben seien n Miinzwiirfe, also n Zufallsvariablen Xq,..., X, € {0,1} mit Prob(X; =1) =
1/2. Sei X := 3" | X; die Anzahl der Einsen. Dann gilt fiir alle n > 20:

1 2
Prob <|X = g| > §v6n1nn> < —.
n

Beweis: u=E[X] = 2. Wahle 6 := (/%22 Fiir n > 20 ist dies kleiner als 1. Es gilt nach d):
1
Prob (|X —pl > §v6nlnn) = Prob(|X —pu|>6d-pn)
< 9. trE g e 2
n
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Hoeffdingsche Ungleichung

Auf #dhnliche Art und Weise kann man die Hoeffdingsche Ungleichung beweisen, wir geben hier
allerdings nur die Aussage an:

3.20 Satz (Hoeffding). Sei Z eine Zufallsvariable, die Werte zwischen a und b annimmt und
den Erwartungswert p hat. Seien Zi,...,Z, unabhdingige Ausprigungen von Z, dann gilt fir
thren Durchschnitt M, == (Z1+ -+ + Z)/m:

Ve > 0: Prob (M, — u| > ¢) < 2¢~2m(5%:)"

Anwendung der Ungleichungen

Im folgenden werden die einzelnen Ungleichungen auf das obige Beispiel angewendet:

Chernoff Prob

(Bei Tschebyscheff haben wir V [X] < n/4 benutzt.)

Man sieht, dass die (asymptotische) Genauigkeit mit den wachsenden Einschrinkungen zunimmt.
Fiir die Markov-Ungleichung gelten keine Einschrinkungen, fiir Tschebyscheff miissen die Zufalls-
variablen paarweise voneinander unabhéngig sein und damit man die Chernoffschranke anwenden
darf, miissen alle Zufallsvariablen unabhéngig voneinander sein.

Wir fithren nun ein représentatives Beispiel fiir Rechnungen mit der Chernoffschranke vor. Mit
[1v]loo = || (1, - -+ Un)||co := max;{|v;|} bezeichnen wir im folgenden die ,,Unendlich-Norm*:

3 BX] _ 3 _ 2
Markov Prob (X > 3n) < Gln = % =2
Tschebyscheff Prob (X > §n) < Prob (X — (n/2)] = n/4) < 7ik < 4
(X =

1V2 1 1 1
%n) <e (373 3n = gz

3.21 Beispiel. Set Balancing: Gegeben sei eine n X n-Matrix A mit Eintrdgen aus {0,1}.
Gesucht ist ein Vektor b € {—1,1}" mit ||A - b||cc minimal.

Set Balancing ist als NP-hartes Problem bekannt.
Wir bemerken vorweg, dass fiir jedes b die Ungleichung ||A - b||oc < n gilt.

3.22 Satz. Sein > 2. Fiir jede n X n-Matriz A mit Eintrigen aus {0,1} gibt es einen Vektor

be {—1,1}" mit
[|A bl < V12nlnn.

Beweis: Fiir n = 2 gilt die Aussage trivialerweise, da dann v12nlnn > n ist. Sei also n > 3.
Wir wihlen ein b € {—1,1}" geméf der Gleichverteilung und zeigen, dass folgendes gilt:

2
Prob (||A-b||DQ > \/12n1nn) < ~< 1.

Damit wissen wir um die Existenz eines b, das die Eigenschaften des Satzes hat, und es ist auch
klar, dass wir ein solches b randomisiert schnell bekommen kénnen.

Der i-te Eintrag im Ergebnis A - b ergibt sich durch Multiplikation der i-ten Zeile a; der Matrix
A mit dem Vektor b. Sei F; das Ereignis, dass

la; - b > V12nlnn

ist. Dann ist

Prob (||A bloo > \/12nlnn) = Prob(BLUE,U---UE,)
< Prob(E;)+ Prob (F;)+---+ Prob(E,).
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Wir analysieren nun also die Wahrscheinlichkeit Prob (F;). Im folgenden kiirzen wir a := a;
ab. Die Anzahl der Einsen in a heifle k, 0.B.d.A. nehmen wir an, dass die k Einsen in a an den
ersten k Stellen stehen.

Fiir das Ergebnis der Multiplikation a-b sind offensichtlich nur die ersten k Stellen von b relevant,
da an den anderen Stellen a Nullen hat.

Sei X die Zufallsvariable, die die Anzahl Einsen zihlt, die b an den Stellen 1, ...,k hat.

a - b ist eine Zufallsvariable, die den Wert X — (k — X)) = 2X — k hat, denn an den Positionen,
an denen a eine 1 hat, hat b genau X Einsen und genau k — X ,Minuseinsen“. Damit gilt
a-b=2X —kund |a-b| =|2X — k|

Wir wollen in wenigen Augenblicken die Chernoffschranke mit § := 2¥3nlun 3” Inn hemithen. Damit
wir dies tun koénnen, miissen wir garantieren, dass § < 1 ist. Wir machen daher eine Fallunter-
scheidung:

Wenn k£ < 2-+3nlnn ist, dann gilt trivialerweise |a - o] < k < v12nlnn und Prob (E;) =0 <
2/n?.

Sei also nun k > 2 - v3nlnn, dann ist § < 1. Wir halten zunéchst fest, dass 4 = E [X] = k/2
ist. Es ergibt sich also:

Prob (|a b > \/12nlnn) Prob (|2X — k| >+V12n hm)
= Prob (|X —(k/2)| > v3nlnn)

(
= Prob (|X | > \/M)

= Prob |X—u|>5~§)

< Prob |X—u|>5~§)
= (IX—u|25-u)
< 2~€7?“
— 2.e ESTS

9. e 2
< 2-6721]“”:2/712.

Also ist Prob (E;) = Prob (|a b > V12n lnn) < 2/n?und Prob (E;)+---+Prob (E,) < 2/n.
(]
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Kapitel 4

Fortgeschrittene Techniken

4.1 Routing bei Parallelrechnern

Dem Problem liegt folgendes Modell zugrunde: Gegeben sind N Prozessoren und Verbindungen
(= Kommunikationskanéle) zwischen den Prozessoren. Wir modellieren dies als einen gerich-
teten Graphen G = (V, E). Jede Kante kann pro Zeiteinheit eine Informationseinheit (Paket)
iibertragen. Das System ist also getaktet und in jedem Schritt kann ein Prozessor Nachrichten
an alle Nachbarn schicken. Pro Kante gibt es eine Queue, die Pakete aufnehmen kann.

4.1.1 Permutation Routing Problem

Zu Beginn hat jeder Prozessor genau ein Paket i. Zu jedem Paket 4 ist sein Zielort (ebenfalls
ein Prozessor) angegeben, diesen bezeichnen wir mit d(i). Die Bezeichnung ,,d“ beruht auf dem
englischen Namen ,,destination“.

Frage: Wie viele Schritte braucht man, um die Pakete an ihre Zielorte zu schicken (~+ routen)?
Problem: Mehrere angekommene Pakete miissen iiber die gleiche Kante verschickt werden.

4.1 Definition. Ein OPRA (= Oblivious Permutation Routing Algorithm) ist ein Algorithmus,
der festlegt, wohin ein Paket weiterverschickt wird. , Oblivious®* kann mit ,stereotyp® iibersetzt
werden und bedeutet, dass die Route von Paket ¢ nur von d(¢) und nicht von den Zielorten
d(j),j # i, der anderen Pakete abhiingt.

Fiir OPRAs gilt folgende Aussage, die wir hier nicht beweisen:

4.2 Satz. Gegeben sei ein Netzwerk mit N Knoten, in dem jeder Knoten Grad d hat. Dann gilt:
Fiir jeden deterministischen OPRA auf diesem Netzwerk existiert eine Permutation, so dass der

OPRA Q (1 / %) viele Schritte bendtigt, um diese Permutation zu routen.

Der boolesche Hyperwiirfel mit 2™ Knoten v € {0,1}™ ist ein Beispiel fiir eine typische Netz-
werktopologie. Fine Kante zwischen v und w existiert genau dann, wenn sich v und w an genau
einer Stelle unterscheiden. Hier ist d = n und N = 2", jeder deterministische OPRA benétigt

folglich im worst-case € 1/2% Schritte, also exponentiell viele. Ein moéglicher OPRA fiir den
booleschen Hyperwiirfel ist der bit-fizing Algorithmus.
Algorithmus bit-fixing

e Wenn sich ein Paket ¢ am Knoten v € {0,1}" befindet und sein Ziel d(7) ist, dann sei j*
die erste Position ,,von links“, an der sich die Vektoren v und d(i) unterscheiden.

e v* entsteht aus v, indem das Bit j* geflippt wird.
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e Schicke das Paket iiber die Kante (v, v*).

Als Beispiel hier der Weg eines Pakets, das sich am Knoten 0110 befindet und den Zielknoten
1000 hat: 0110 — 1110 — 1010 — 1000. Bei diesem Verfahren wird jedes Paket offensichtlich
iiber hochstens n Knoten geschickt. Allerdings kann es zu Wartezeiten an den Knoten kommen.
Um ein Gefiihl dafiir zu bekommen, wie Beweise unterer Schranken aussehen, begniigen wir uns
mit einem Beispiel einer unteren Schranke fiir den bit-fixing-Algorithmus, die etwas schlechter
ist als die weiter oben angegebene allgemeinere Schranke.

4.3 Behauptung. Es gibt eine Permutation auf dem booleschen Hyperwiirfel mit 2 Knoten,
so dass folgendes gilt: Der bit-fixing Algorithmus benétigt mindestens 2 (@) viele Schritte,

um die Permutation zu routen.

Beweis: O.B.d.A. sei n gerade. Wir wihlen die Permutation ,transpose®, die die Eigenschaft
hat, dass
d(ay,...,an) = (pja41s- -0, Q1,5 - -, Gy 2)

ist, der Zielort entsteht also aus dem Startort durch Vertauschen der vorderen und hinteren
L Hilfte“ des Vektors. Betrachte die 2*/2 vielen Positionen (b1,...,bn/2,0,...,0). Diese haben
als Zielorte (0,...,0,b1,...,b,/2) und es ist klar, dass der bit-fixing-Algorithmus die entspre-
chenden 2™/2 vielen Pakete alle iiber den Nullvektor routet. Da nur ein Paket den Nullvektor
auch als Ziel hat, miissen 2/2 — 1 viele Pakete den Nullvektor auch wieder verlassen. Da den
viele Pakete fliefen. [

. . . . on/2_
Nullvektor nur n Kanten verlassen, gibt es eine Kante, iiber die 221

Wir betrachten nun folgenden randomisierten OPRA (,,Oblivious“ bedeutet bei randomisierten
OPRAs, dass die Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber die Routen nur von d(i) abhéngt):

o 1. Phase: Wéhle zufillige Zwischenstationen o (i) € {1,...,N}. Schicke i via bit-fixing
nach ().

e Wartephase: Falls ein Paket nach weniger als 4n Zeiteinheiten bei o (i) angekommen ist,
so wartet es, bis 4n Zeiteinheiten verstrichen sind.

e 2. Phase: Schicke Pakete mit bit-fixing von ihrer Zwischenstation o () nach d(4).

(Beachte, dass ¢ nicht notwendigerweise eine Permutation ist, da o(i) = o(j) fiir ¢ # j moglich
ist.) Als Queueing-Strategie an den Knoten wihlen wir FIFO (falls mehrere Pakete zur gleichen
Zeit eingetroffen sind, legen wir deren Reihenfolge beliebig fest).

4.1.2 Analyse der erwarteten Laufzeit

Wir analysieren nun die Laufzeit der ersten Phase. Betrachte Paket ¢ und seine Route p;.
Die Anzahl der Schritte des Pakets ergibt sich aus der Lénge von p; plus der Anzahl der
Verzogerungen, die das Paket in den Queues erlebt hat.

Beobachtung: Wenn p; und ps zwei Routen sind, die geméfl der bit-fixing Strategie gew#hlt
werden und die gemeinsame Kanten haben, dann gilt: Nachdem sie auseinander gelaufen sind,
begegnen sie sich nicht noch einmal.

Beweis: Sei w ein gemeinsamer Knoten beider Routen, den sie in verschiedene Nachfolgerknoten
w1 # wsy verlassen. Der Vektor w; entsteht aus w durch Flippen des Bits /3 und ws entsteht aus
w durch Flippen des Bits I3, 0.B.d.A. liegt {1 links von [5.

0100 1 1 ... Flippe li—| 010
L ly Flippe lo— 010 (
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Da bit-fixing immer das linkeste Bit flippt, werden in beiden Vektoren die Positionen 1 bis [y
nicht mehr verdndert. Da sich die Vektoren in der Position /; unterscheiden, und diese Position
im weiteren Verlauf unverédndert bleibt, unterscheiden sich auch alle nachfolgenden Knoten in
der Position [;. Daher haben die beiden Routen anschlieend keinen Knoten mehr gemeinsam.

O

4.4 Lemma. Die Route von Paket i sei p; = (e1,...,ex). S sei die Menge der Pakete (# 1),
die auch tber mindestens eine der Kanten ey, ..., e laufen. Dann gilt: Paket i wird hdéchstens
|S| mal verzdgert.

Beweis: Wir betrachten den Weg eines beliebigen Pakets i. Die Menge S* C S| J{i} enthalte
alle Pakete, die sich zu einem bestimmten Zeitpunkt in einer Queue zu den Kanten eq, ..., e
befinden. Falls s € S* sei ¢(s) die Nummer der Kante, in deren Queue das Paket s liegt. Wir
definieren den ,Lag-Wert“ (zu deutsch vielleicht ,, Verzogerungswert®) eines Pakets s zu einem
bestimmten Zeitpunkt t als lag(s) := t — ¢q(s). Das Paket i hat zu Beginn den lag-Wert 0
(t = 1,¢9(i1) = 1). Am Ende des Algorithmus stimmt der lag-Wert von ¢ mit der Anzahl der
Verzogerungen iiberein, die das Paket erfihrt. Wir zeigen nun, dass am Ende des Algorithmus
lag(i) < |S] gilt.

Wir benutzen hierzu einen Buchhaltertrick. Wir verbuchen die Kosten fiir eine Erhchung des
lag-Werts von Paket ¢ auf den Konten von |S| vielen Paketen. Angenommen, der lag-Wert von
Paket i steigt von [ auf [ + 1, dann gibt es ein Paket j # ¢, das anschlieend den lag-Wert [
hat. Sei ¢’ der letzte Zeitpunkt, zu dem irgendein Paket aus S den lag-Wert | hat. Es gibt ein
Paket v, das p; zum Zeitpunkt ¢’ verldsst. Dieses Paket bekommt die Kosten 1 zugewiesen.
Insgesamt bekommt dann jedes der |S| vielen Pakete maximal Kosten 1 zugewiesen. (Jedes
Paket kann die Route p; nur einmal verlassen, wie die Beobachtung weiter oben gezeigt hat.) O

Wir definieren nun Zufallsvariablen, die messen, ob zwei Pakete ¢ # j Routen haben, die minde-
stens eine Kante gemeinsam haben.

1, falls die Routen p; und p;
4.5 Definition. Fiir i # j definiere H;; := gemeinsame Kanten haben.
0 sonst.

Die Verzogerung, die Paket ¢ erfahrt, nennen wir V;. Nach dem gerade gezeigten Lemma gilt
V, < Z#j H;;. Der Ausdruck Z#j H;; z#hlt dabei die von p; verschiedenen Routen, die
mindestens eine Kante mit p; gemeinsam haben. Jedes H;; ist eine Zufallsvariable mit Wert
aus {0,1}. Fiir festes ¢ sind die Zufallsvariablen H;i,..., H;y unabhingig. Wir wollen nun die
Wahrscheinlichkeit abschétzen, dass die Verzogerung V; einen bestimmten Wert iiberschreitet.
Dies machen wir dadurch, dass wir die Chernoffschranke auf die Summe ), oy H;; anwenden.

Wir schétzen dazu als erstes E {Zi;ﬁj H; ] ab.

Wir fixieren zunéchst ¢ und seine Route p;. Fiir eine Kante e aus dem Hyperwiirfel sei T'(e) die
Zufallsvariable, die misst, fiir wieviele j # ¢ die Route p; die Kante e enthlt.

Fiir eine Route p; = (e1,...,ex) gilt Z#j H;; < Ele T(e).
Beobachtung: Sei e eine Kante aus dem Hyperwiirfel. Dann gilt: E [T'(e)] < %
Beweis: Wir betrachten 0.B.d.A. eine Kante, entlang der ein 0-Bit zu einem 1-Bit wird:

(V1, -, 0, 0,000, ..., 0n) = (V1,5 08, 1, Vg, oo, U).

Diese Kante wird von einer Route (gemif bit-fixing) genau dann durchlaufen, wenn der Startort
von der Form
(%, 0.0y %, 0,009, -+, Up)
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und der Zielort von der Form
(U1, 08, Lk, ko %)

ist. (Hierbei steht * fiir ein beliebiges Bit.) Die Wahrscheinlichkeit, dass ein solcher Zielort als

o(i) gewiirfelt wird, ist (%)Hl. Da es hochstens 2¢ viele Startorte gibt, die von der geforderten
1

Form und von i verschieden sind, ist der Erwartungswert E [T'(e)] = 3. O

. Nun konnen wir die Chernoffschranke

IS

k

. k

Also ist E[V;] < E gﬂj < ;E[T(el)] <5<
1F] =

(sieche Abschnitt 3.5) anwenden:

VR > 5u: Prob (V; > R) <27
Wir wéihlen R = 3n. Dies ist grofler als 5. Somit gilt:
Prob (V; > 3n) < 273m,

Da die Anzahl der Pakete 2™ betrégt, ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eines der Pakete
um mindestens 3n Zeiteinheiten verzogert wird, durch 272" beschriinkt.

Da die Routen eine durch n beschriankte Linge haben, bedeutet eine Verzogerung von héchstens
3n, dass die Gesamtlaufzeit hochstens 4n ist. Zusammenfassend haben wir erhalten:

4.6 Satz. Mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1 — (%)% erreicht jedes Paket in der ersten Phase
sein Zwischenziel in hochstens 4n Schritten.

Die 2. Phase ist analog zur ersten Phase zu analysieren, nur verliuft sie quasi ,,riickwérts®, da
nun die Startorte zuféllig sind.

Das einzige Problem, das wir noch haben, ist, dass Pakete, die sich noch in der ersten Phase
befinden, Pakete aus der zweiten Phase aufhalten kénnten (und umgekehrt). Aus diesem Grund
haben wir in den Algorithmus die Wartephase eingebaut. Wenn tatséchlich in der ersten Phase
alle Pakete ihr Zwischenziel in maximal 4n Schritten erreichen, kann das genannte Problem nicht
auftreten.

Wenn A das Ereignis ist, dass nicht alle Pakete in héchstens 4n Schritten ihr Zwischenziel er-
reichen und B das Ereignis, dass nicht alle Pakete hochstens 4n Schritte in der zweiten Phase
brauchen, dann gilt Prob (4 U B) < Prob (A) +Prob (B) < 2. (%)QH, und somit ergibt sich die
folgende Aussage:

4.7 Satz. Die Wahrscheinlichkeit, dass jedes Paket in hochstens 8n Schritten sein Ziel erreicht,
- . 1 2n 1
ist mindestens 1 — 2 - (5) >1- 5.

4.2 Randomisiertes Runden

4.2.1 Ein Verdrahtungsproblem (,,global wiring*)

Gegeben ist ein Gatterarray der Dimensionen y/n X y/n, bestehend aus n Gattern. Wir nehmen
dabei an, dass n eine Quadratzahl ist. Ein Netz ist eine Teilmenge der Gatter, die (z.B. durch
einen Draht) miteinander verbunden werden sollen. Diese Verbindungen haben eine Manhattan-
Form, die Strecken kénnen also nur horizontal bzw. vertikal verlaufen. Abbildung 4.1 beschreibt
ein Beispiel mit n = 9, im Array sind drei Netze bestehend aus je zwei Gattern durch Drihte
miteinander verbunden.
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1 . X

A B C

Abbildung 4.1: Ein 3 x 3-Gatterarray mit drei Netzen.

Das Verdrahtungsproblem besteht in der folgenden Aufgabe: Gegeben ist eine Menge von Netzen,
und fiir jedes Netz sollen alle Gatter des Netzes durch einen Draht miteinander verbunden werden.
Dabei sollen gewisse (hardwaretechnisch bedingte) Randbedingungen eingehalten werden. Im
folgenden beschrinken wir uns auf Netze der Kardinalitét zwei.

Das Problem der globalen Verdrahtung besteht darin, fiir jedes Netz die Gatter anzugeben, iiber
die die Dréhte verlaufen, im obigen Beispiel fithrt zum Beispiel der Draht von Netz 3 iiber die
Gatter C3 und C2 zum Gatter C1. Bei der detaillierten Verdrahtung wird dann auch noch der
Verlauf der Drahte innerhalb der Gatter angegeben.

Wir beschrinken uns auf das Problem der globalen Verdrahtung und machen auch noch die Ein-
schrinkung, dass die Drihte auf dem Weg vom Startgatter zum Zielgatter nur einmal abbiegen
diirfen. Die von uns betrachtete Randbedingung ist die, dass die Anzahl der Drihte, die durch ei-
ne horizontale bzw. vertikale Grenze verlaufen, durch einen bestimmten Parameter w beschrankt
sein soll. Es gibt zwei Problemvarianten: Die Entscheidungsvariante ,,Gegeben w: Gibt es eine
globale Verdrahtung mit Parameter w?“ sowie die Optimierungsvariante: ,,Finde das minimale
w, so dass es eine globale Verdrahtung mit Parameter w gibt.“ Der optimale Parameter der
Optimierungsvariante heifle wqp:. Natiirlich kann man die Entscheidungsvariante genau dann
effizient 16sen, wenn man die Optimierungsvariante effizient 16sen kann.

Da die Driihte nur einmal abbiegen diirfen, hat man (abgesehen von den Netzen, bei denen Ziel-
und Startort in der gleichen Zeile oder Spalte liegen), jeweils genau zwei Wahlmoglichkeiten:
Entweder den Startort zunéchst horizontal verlassen oder ihn zunéchst vertikal verlassen. Wir
formulieren das Verdrahtungsproblem nun als mathematisches Programm. Pro Netz fiithren wir
zwei Variablen ein: Zu Netz i gehoren die Variablen h; und v;. Wenn (h;,v;) = (1,0) ist, dann
soll der Startort zunichst horizontal verlassen werden. Falls (h;,v;) = (0,1) ist, dann soll der
Startort zuniichst vertikal verlassen werden. Fiir eine Grenze b im Array sei

Tyhor := {i|Draht zu Netz ¢ verlduft durch b, wenn h; = 1 ist.}
Tyver := {i|Draht zu Netz ¢ verlauft durch b, wenn v; = 1 ist.}

Zum Beispiel sind in Abbildung 4.1 fiir die Grenze b = AB3 die Mengen T 1or = {1} und
T ver = {2}. (Dabei seien A3, A2 und C1 die Startgatter der Netze.)
Damit kénnen wir das Optimierungsproblem wie folgt beschreiben:

min w,
wobei Vi : h;,v; € {0,1}, sowie h; +v; = 1.
Und Vb : ZieTb,hor h; + Zz’eTb,ve,. v; < w.

Hierbei legt die dritte Bedingung fest, dass die Anzahl der Dréhte durch Grenze b durch w
beschrankt sein soll.

Es ist bekannt, dass unser globales Verdrahtungsproblem NP-hart ist, also ist es auch NP-
hart, obiges mathematische Programm zu 16sen. Wir gehen den Weg der Relaxation, wobei
wir die Bedingung, dass h; und v; aus {0,1} sein sollen, dahingehend aufweichen, dass wir nur
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noch h;,v; € [0,1] fordern. Damit wird aus dem mathematischen Programm ein so genanntes
,Lineares Programm®*.
Exkurs Lineare Programme

Ein lineares Programm ist gegeben durch eine lineare Zielfunktion c(z1,...,z,) == c1z1 + - +
cnZn. Die Aufgabe besteht darin, diese Zielfunktion zu minimieren unter der Randbedingung,
dass der Vektor 1, ...,x, eine Reihe von linearen Bedingungen erfiillt, ndmlich

aiz1+ -+ ame, < di

a2121 + -+ apx, < da

dm

IN

Am1x1 + -+ ATy

Die auftretenden Koeffizienten seien dabei rational.

Am Rande sei bemerkt, dass Gleichheitsbedingungen wie zum Beispiel = ¢ durch zwei Unglei-
chungen der Form z < ¢ und —z < —c ausgedriickt werden kdnnen.

Es ist bekannt, dass lineare Programme in Polynomialzeit gelost werden koénnen, genauer, in
einer Zeit, die polynomiell in der Eingabeléinge des linearen Programms ist (man z&hlt dort alle
Bits mit, die zum Kodieren der einzelnen Koeffizienten benétigt werden.)

Man bekommt als Losung nicht nur den optimalen Wert der Zielfunktion geliefert, sondern auch
die zugehorige Belegung der Variablen z1, ..., z,.

Ende des Exkurses

Das mathematische Programm fiir unser Verdrahtungsproblem wird nach der Relaxation zu
einem linearen Programm, das wir effizient 16sen konnen. Sei nun w,,: die optimale Losung
des mathematischen Programms und w(*") und hELP),UI(LP) die optimale Losung des linearen
Programms. (Es gilt also wP) < Wept-) Die Zahlen hELP), ngP) koénnen nicht-ganzzahlig sein,
wie kénnen wir also aus der Losung eine Verdrahtung bekommen? Der passende Ansatz ist das
Randomisierte Runden:

Randomisiertes Runden

Gegeben seien T Variablen 1, ...,xr € [0,1]. Man interpretiert die x; als Wahrscheinlichkeiten
und erhdlt z7,..., 2} aus den z; wie folgt:

Setze z} := 1 mit Wahrscheinlichkeit ; und z := 0 mit Wahrscheinlichkeit 1 — z;.
Offensichtlich gilt E [z}] = z; fiir alle 4.

Deterministisches Runden
Deterministisches Runden definiert die Variablen z} wie folgt: =7 := 1, falls x; > 0.5 ist und
x; := 0 sonst.

Hier wenden wir das randomisierte Runden auf die Lésung thP), ngP) des linearen Programms
an, und zwar setzen wir (h;,v;) := (1,0) mit Wahrscheinlichkeit hl(.LP) sowie (hi,v;) = (0,1)
sonst.

Um einen Satz iiber die Giite der vom Randomisierten Runden produzierten Verdrahtungen
formulieren zu kénnen, benétigen wir die Definition einer Funktion A™T:

5 Iz
4.8 Definition. A™(u,e*) sei das kleinste 6 > 0, so dass {(ljw} < e* ist.

Den Ausdruck in der Definition sollte man als die rechte Seite der Chernoffschranke wiederer-
kennen.
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4.9 Satz. Sei 0 < e < 1. Dann gilt: Mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1 — € liefert Randomi-
siertes Runden mit der Losung des linearen Programms eine Verdrahtung, deren Parameter w
die folgende Ungleichung erfiillt: w < wept - (1 +6), fiir § :== AT (wopt,/2n).

Beweis: Betrachte eine Grenze b. Sei w(b) die Anzahl der Driihte, die durch b verlaufen,
wenn wir die Verdrahtung benutzen, die duch die Werte h;,v; beschrieben ist. Es gilt w(b) =

Z h; + Z v;, somit ist

1€TH hor 1€Ty ver

p=B®)] = Y Ehl+ ) Bl

1€Tp, hor 1€Tp,ver

_ Z BEP) | Z oEP)
1€TH hor 1€Th, ver

< wEP)

< Wopt-

Wir erhalten also insgesamt E [w(b)] < wepe. Damit wir aber eine Aussage dariiber bekommen,
wie wahrscheinlich es ist, dass bei allen Grenzen die Anzahl der sie durchlaufenden Drihte in
der Néhe von wey: liegt, bendtigen wir eine Wahrscheinlichkeitsaussage, die wir mit Hilfe der
Chernoffschranken herleiten.

Alle h; und v; sind Zufallsvariablen mit Werten aus {0,1}. AuBlerdem sind fiir ¢ # ¢’ die Zufalls-
variablen h; unabhéngig von den h;/, ebenso bei v. Also ist w(b) eine Summe von unabhingigen
Zufallsvariablen, die Werte aus {0, 1} annehmen und wir kénnen die Chernoffschranke verwenden:
Es gilt:

66 Wopt
Prob (w(b) > wopt - (1 + ) < {W} .

Hier haben wir die Variante a0) der Chernoffschranke verwendet.
Fiir 0 := A" (wopt, €/2n) ist die rechte Seite nicht grofer als £/2n, also ist

Prob (w(b) > wept - (14 6)) < e/2n.

Wieviele Grenzen gibt es im Gatterarray? Genau 2 - (y/n — 1) - v/n < 2n viele. Damit ist die
Wahrscheinlichkeit, dass fiir mindestens eine Grenze b die Eigenschaft w(b) > wope - (1 + 9) gilt,
durch e beschréiinkt und somit die Aussage des Satzes gezeigt. O

Wir betrachten nun zwei Fille, ndmlich einmal den Fall, dass der optimale Parameter wgy; sehr
groB ist und dann den Fall, dass w,,: relativ klein ist.

Angenommen, es ist wep: = n? fiir ein v > 0. Dann wéhlen wir § := 4/ %7"/5) Da dies eine
Nullfolge ist, ist 6 = o(1) und es gibt also ein ng, ab dem § kleiner als 1 ist, so dass wir (ab ng)
die Chernoffschranke in der Version b) verwenden diirfen.

Es ergibt sich, da g < wep ist:

Prob (w(b) > wept - (1 +6)) < o~ Wopt+62/3
< e 0%/3
= ¢ In(2n/e)
= ¢/2n.

logn
loglogn

Angenommen, es ist wepr = O(1). Dann ergibt eine Rechnung, dass 6 = O( ) zu einer

Erfolgswahrscheinlichkeit von mindestens 1 — % fithrt. Dies ist dann allerdings ein zu schlechtes
Ergebnis, denn wir kénnen zeigen:
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4.10 Lemma. Deterministisches Runden liefert eine Verdrahtung mit Parameter w < 2wop;.

Beweis: Fiir alle ¢ gilt h; < 2h§LP), denn wenn hELP) < 0.5 ist, dann ist h; = 0 und die Aussage
gilt trivialerweise, und wenn hELP) > 0.5 ist, dann ist h; = 1 und hi/thP) < 2. Gleiches gilt
natiirlich auch fiir die Variablen v;. Also gilt

Z hELP) + Z ,UZ(LP) < w(LP) = Z hz —+ Z v; < 2’LU(LP) < 2wopt-

1€TH hor €Ty ver 1€Tp hor 1€TY, ver

4.2.2 Ein Approximationsalgorithmus fiir MAXSAT

MAXSAT ist eines der grundlegenden und am meisten untersuchten NP-vollstdndigen Probleme.
Es ist wie folgt beschrieben. Wir haben n Boolesche Variablen x1,...,z,. Ein Literal ist eine
Variable z; oder eine negierte Variable Z;. Eine Klausel C ist ein ODER von Literalen. Zum
Beispiel ist (z1 V 24 V Tg) eine Klausel.

Eine Belegung der Variablen ist gegeben durch ein Element ¢ € {0,1}". Hierbei wird die
Variable x; durch den Wert a; ersetzt. Eine Belegung a ,macht eine Klausel C' wahr“ bzw.
yerfillt die Klausel C“, wenn nach Ersetzung der Variablen durch die entsprechenden Werte
sich der logische Wert 1 ergibt. Eine Klausel heiit reduziert, wenn sie zu jedem i € {1,...,n}
maximal ein Literal auf z; enthélt. Ein Beispiel: Die Klauseln (z1 V 21 V 25) bzw. (1 VZ71 V 22)
sind nicht reduziert, (x1 V T3 V x2) ist reduziert.

MAXSAT

Gegeben: FEine Liste von reduzierten Klauseln.
Gesucht:  Eine Belegung der Variablen, die moglichst viele Klauseln gleichzeitig erfiillt.

MAX-E-SAT ist die Variante von MAXSAT, bei der alle Klauseln Lange genau k haben. MAX-
SAT ist ein NP-hartes Problem, und auch MAX-k-SAT ist NP-hart fiir jedes k > 2.

Ein randomisierter Algorithmus

Wir schauen uns zunéchst einen einfachen randomisierten Algorithmus an.

4.11 Satz. Wenn man die Variablenbelegung durch randomisiertes Runden mit den Parametern
(1/2,...,1/2) berechnet, so gilt:

Bei m reduzierten Klauseln Cy, ..., Cy, der Linge k erfillt die berechnete Variablenbelegung im
Erwartungswert (1 — 5 ) - m Klauseln. Die Laufzeit ist O(n).

Beweis: Der Algorithmus setzt der Reihe nach, jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/2 und un-
abhéngig voneinander, die Variablen auf 1 bzw. 0. Fiir die i-te Klausel C; definieren wir die
Zufallsvariable X; wie folgt:

{ 1, falls die i-te Klausel erfiillt ist.
Xi =
0 sonst.

Es gilt E[X;] = Prob (die i-te Klausel ist erfiillt). Sei X = X3 + --- + X,,, die Zufallsvariable,
die angibt, wieviele der Klauseln erfiillt sind. Wegen der Linearitit des Erwartungswerts ist
EX]|=E[Xi]|+ -+ E[X,)].

Eine reduzierte Klausel mit k Literalen ist fiir genau eine der 2¥ mdoglichen Belegungen ihrer
Literale nicht erfiillt. Die Wahrscheinlichkeit, dass sie bei zufilliger Variablenbelegung erfiillt
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1

ist, ist also 1 — (1)*. Somit ist E[X;] =1 — (3)*. Also ist E[X] = (1 — 5

)-m. O

4.2.3 Ein Approximationsalgorithmus fiir MAXSAT mit Giite 0.75
FEine dquivalente Formulierung fiir das MAXSAT-Problem ist die folgende:

max Z;"‘:l z; unter den Nebenbedingungen

yi,z; € {0,1} furallei=1,...,nund j=1,...,m.

Z Yi + Z 1—y) >z firj=1,...,m.

z; kommt in Klausel j vor Z; kommt in Klausel j vor

Dabei zéhlt der Ausdruck

Z yi + Z (1 —wi)

x; kommt in Klausel j vor z; kommt in Klausel j vor

genau, wieviele Literale in der j-ten Klausel wahr sind, wenn man die Variablen z; := y; setzt.
Da der Ausdruck 27:1 z; maximiert wird, gibt z; dann an, ob die j-te Klausel erfiillt ist (also
zj = 1) oder nicht (also z; = 0).

Da MAXSAT NP-hart ist, ist es auch NP-hart, das obige ,,mathematische Programm* zu l6sen.
Wir relaxieren das gegebene Programm, indem wir die Bedingung y,,z; € {0,1} durch die
Bedingung y;, z; € [0, 1] ersetzen.

Dadurch wird aus dem gegebenen Problem ein lineares Programm. Da wir relaxiert haben,
gilt, dass der optimale Zielfunktionswert des linearen Programms mindestens so grof} ist wie die
maximal erfiillbare Anzahl der Klauseln im MAXSAT-Problem. Als Beispiel, dass das lineare
Programm einen optimalen Zielfunktionswert haben kann, der grofer ist als die Anzahl erfiillbarer
Klauseln, betrachten wir die folgenden vier Klauseln (z1 V x2), (z1 V Z2), (Z1 V x2), (T1 V T2),
Natiirlich sind nur 3 Klauseln gleichzeitig erfiillbar, aber wenn wir im zugehérigen Programm
alle Variablen auf 1/2 setzen, so kénnen alle z;-Variablen den Wert 1 annehmen und der optimale
Zielfunktionswert beim linearen Programm ist 4.

Ubrigens sieht man damit, dass es keinen Sinn macht, das Lineare Programm zu l3sen, wenn
man eine MAXSAT-Instanz vorliegen hat, in der alle Klauseln die Lange mindestens 2 haben,
denn dann kennt man eine optimale Losung auch so: es reicht, alle y-Variablen auf 1/2 zu setzen.
Wir nehmen nun an, dass wir zum linearen Programm die Lsungen g; und Z; gegeben haben.
Diese Werte liegen alle zwischen 0 und 1. Wie bekommen wir daraus eine Belegung der
Variablen? Wir wihlen als Vorgehen wieder das ,,Randomisierte Runden“:

for:=1tondo
begin
setze Variable x; mit Wahrscheinlichkeit ¢; auf 1, (und 0 sonst).
end
Betrachten wir ein Beispiel. Wenn die folgenden drei Klauseln gegeben sind: Cy = z1 VT3, Cy =
T1 VT3, C3 = x2, dann iiberzeugen wir uns leicht, dass maximal zwei der drei Klauseln gleichzeitig
zu erfiillen sind, und dass dies zum Beispiel durch die Belegung 1 = 1,z = 1 geschieht.
Als lineares Programm erhalten wir: max z; + z2 + z3 unter den Nebenbedingungen

1+l —z2) > =z
l—z1)+(1—22) > 22
To 2> 23

Vi=1,...,3: 0<x;,2z; < 1.

Wenn man dieses Programm 16st, erhélt man, dass das Optimum fiir (z.B.)

x1=1/2,20=1/2,21=1,290=1,23 =1/2
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angenommen wird, der Zielfunktionswert ist 2.5. Randomisiertes Runden mit den Parametern
1/2,1/2 erfiillt die erste Klausel mit Wahrscheinlichkeit 3/4, die zweite mit Wahrscheinlichkeit
3/4, die dritte mit Wahrscheinlichkeit 1/2 und wir sehen, dass der Erwartungswert fiir die
Anzahl der erfiillten Klauseln bei diesem Randomisierten Runden genau 2 ist.

Wir analysieren nun allgemein, mit welcher Wahrscheinlichkeit die j-te Klausel erfiillt wird.

4.12 Lemma (,Klausellemma“). Sei die j-te Klausel eine Klausel der Linge k. Die Wahr-
scheinlichkeit, dass sie durch Randomisiertes Runden erfillt wird, ist mindestens

1= (-5

Vor dem Beweis des Lemmas zwei einfache Eigenschaften. Die erste entspricht der Aussage ,,Das
geometrische Mittel ist nicht grofler als das arithmetische Mittel“ und die zweite zeigen wir im
Anhang,.

Lemma 1: Seien k Zahlen aq,...,a; > 0 gegeben. Dann gilt

a1+...+ak

T

a[l...akg(

Lemma 2: Auf dem Intervall z € [0,1] gilt 1 — (1 — £)* > (1—(1—$)") - .

Beweis: (,,Klausellemma*)

Sei die Klausel 0.B.d.A. durch x; V- - -V 2 gegeben. Die Klausel ist dann mit Wahrscheinlichkeit
Hle(l — ;) nicht erfiillt, also mit Wahrscheinlichkeit 1 — Hle(l —y;) erfiillt.
Esist g1 +--- +yr > Z;, also

I=g)+-+Q—u) <k-—2%,
also nach Lemma 1

k R . ~
H(l—@) < (k_kzj)k, alsol—H(l—gji) 21_(1_E>k'

i=1 =1

Nach Lemma 2 ist dies mindestens (1 — (1 — £)*) - Z;. Man beachte, dass fiir alle k gilt, dass

1 1
1—(1—E)k21—gz0.63215t.

O

4.13 Satz. Gegeben sei eine Menge von Klauseln, von denen mazximal OPT gleichzeitig erfillt
werden kénnen. Sei §1,...,Yn eine optimale Ldsung des linearen Programms.

Randomisiertes Runden mit den Parametern i1,...,Yn liefert eine Variablenbelegung, die im
Erwartungswert mindestens (1 — 1) - OPT Klauseln erfillt.

Beweis: Da das lineare Programm eine Relaxation ist, gilt OPT < Z;"‘:l Zj. Wenn Klausel
Nummer j die Lange k; besitzt, dann folgt aus dem Klausellemma, dass die erwartete Anzahl
erfiillter Klauseln mindestens

_
|
—
i
|

| —
S~—

=
2
K3

VY

(1= (1/e)-> 5

(1-(1/e))- OPT

v
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ist. O
Nun kommen wir zur Beschreibung eines Verfahrens, das Approximationsgiite 0.75 hat.

Verfahren MIX: Berechne eine Variablenbelegung a durch Randomisiertes Runden mit den
Parametern 1/2,...,1/2. Berechne eine Variablenbelegung b durch Randomisiertes Runden mit
den Parametern 41, ..., 9, die sich aus der optimalen Losung des linearen Programms ergeben.
Gib diejenige Variablenbelegung von a und b aus, die mehr Klauseln erfiillt.

4.14 Satz. Sei eine Menge von Klauseln gegeben und sei OPT die Anzahl an Klauseln, die ma-
zimal gleichzeitig erfillt werden kann. Dann liefert das Verfahren MIX eine Variablenbelegung,
die im Erwartungswert mindestens 0.75 - OPT viele Klauseln erfillt.

Beweis: In unseren obigen Analysen haben wir als Nebenprodukt erhalten, dass bei Randomi-
siertem Runden mit Parametern 1/2,...,1/2 eine Klausel der Linge k& mit Wahrscheinlichkeit
A(k) := 1 — 27F erfiillt ist und bei Randomisiertem Runden mit den Parametern g1, ..., J, mit
Wahrscheinlichkeit B(k) - 2; erfiillt ist, wenn wir B(k) := 1 — (1 — £)* setzen. Wir verschaffen
uns eine kleine Ubersicht iiber die Werte A(k) und B(k) fiir einige Werte von k:

A(k) | B(k) (A(k) + B(k))/2
kl1=27%F1-(1-2)F
105 1.0 0.75
21 0.75 0.75 0.75
310875 |0.704 0.7895
410938 |0.684 0.811
510969 | 0.672 0.8205

Sei n; die Anzahl an Klauseln, die durch Randomisiertes Runden mit (1/2,...,1/2) erfiillt
werden, und sei ny die Anzahl an Klauseln, die durch Randomisiertes Runden mit Parametern
1, ..., Yn erfiillt werden. Der Algorithmus MIX erfiillt max{ni,ns} Klauseln.

Wir zeigen, dass E [max{ni,ns}] > 2. > % ist, denn dann folgt E [max{ni,na}] > 3. OPT.
Da max{ni,na} > % ist (,das Maximum zweier Zahlen ist mindestens so grofi wie der

Durchschnitt der beiden®), reicht es, zu zeigen, dass
ni + ng 3 ..
E[ 5 :|ZZ'ZZjlbt.
J

Sei £(C') die Lénge einer Klausel C. Es ist

E[n] = 3 A(Cy)) > zm: - Zj sowie
Bln] = ZB(@(@))

Somit ist .
E ] + E [no] > Z B((C5))) - -

Eine einfache Rechnung zeigt, dass A(k) + B(k) > 3/2 fiir alle natiirlichen Zahlen k ist:
Fiir k = 1 und k = 2 ergibt die Summe den Wert 3/2, fiir ¥ > 3 beobachten wir (1 —27%) > 7/8
und 1 — (1 — 1)¥ > 1— (1/e), damit ist die Summe mindestens

(7/8)+1—(1/e) = 1.507...> 3/2.
Damit folgt die Aussage. O
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Anhang:

4.15 Behauptung. Sei I = [a, )] ein Intervall. Wenn eine Funktion f differenzierbar auf I ist
und f’ stetig und monoton fallend auf I ist, dann gilt folgendes:

fla) = f(b) = f(x) > f(a) fir alle z € [a, b].

Beweis: Angenommen, es giibe ein z* € [a,b] mit f(z*) < f(a). Nach dem Zwischenwert-

satz gibt es dann ein ™ € [a,z*] mit f/(x**) = w < 0. Da f’ monoton fallend
ist, ist f’ negativ auf dem Intervall [z*,b], also ist f monoton fallend auf [z*,b] und somit
f(b) < f(a*) < f(a), was ein Widerspruch zur Voraussetzung f(a) = f(b) ist. O

Damit erhalten wir:

k 1\*
4.16 Lemma. FEs ist 1 — (1—5) > <1— <1——) )a:fur alle x € [0,1] und k > 1.

k k
Beweis: Sei f(z):=1— (1— %)k —cxmitc:=1-(1- %)k
Dann sind die Voraussetzungen des letzten Lemmas erfiillt fiir das Intervall [a,b] = [0, 1], denn
es ist f(0) = 0 = f(1) und f'(z) = (1— %)kil — ¢ ist monoton fallend auf [0,1]. Also ist
f(z) > 0 fiir alle z € [0,1] und somit gilt das Lemma. O

4.2.4 Das Problem Hitting Set

Dieses Problem kann, wie wir zeigen, zwar mit Randomisiertem Runden gelost werden, aber ein
einfacher Greedyalgorithmus kann ebenso benutzt werden.

Problem HITTING SET

Eingabe: Mengen Sy,...,5, C{1,...,n}.

Ausgabe: Eine Menge T heifit Hitting Set fiir S1,...,Sm, wenn TNS; # () fiir allet =1,...,m
ist. Gesucht ist ein Hitting Set 7" mit minimaler Kardinalitét |T'|. Dieses Problem ist NP-hart.

4.17 Beispiel. Die Menge T' = {1, ...,n} ist immer ein Hitting Set.
Wenn S7 = {1,3,5,7}, 52 = {2,4,5,8}, 55 = {3,4,6,9} ist, dann ist 7' = {1, 4} ein Hitting Set.

4.18 Behauptung. Gegeben sei eine Eingabe fiir das Hitting Set Problem. Mit randomisiertem
Runden kann man einen Hitting Set T finden mit |7 < (2Inm + O(1)) - copt, Wenn cope die
minimale Kardinalitéit eines Hitting Sets fiir die gegebene Eingabe bezeichnet.

Beweis: Wir stellen folgendes mathematische Programm auf, das dquivalent zum Hitting-Set-
Problem ist.
min Y| @,
unter den NB z; € {0,1} fir allei=1,...,n.
Vie{l,...,m}: Eieiji >1.

In diesem mathematischen Programm dienen die x; als Indikatorvariablen, die anzeigen, ob
Element ¢ in die Menge T' gewéhlt wird oder nicht. Die zweite Nebenbedingung formuliert, dass
jede Menge S; ,,abgedeckt” ist.

Wir relaxieren dieses Programm zu einem linearen Programm, indem wir z; € [0, 1] zulassen.
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Die optimale Losung des linearen Programms sei gegeben durch den Zielfunktionswert ¢(2F)

sowie die Variablenbelegungen ngP), . ,x;LP). Es gilt also ¢(tP) = ngP) + et xglLP). Da das

lineare Programm eine Relaxation des Hitting Set Problems ist, gilt P < Copt-

Wir fiihren randomisiertes Runden durch und wéhlen fiir jedes ¢ = 1,...,n Element i in die
(L

Menge T mit Wahrscheinlichkeit x; P Damit gilt E [T]] = &P,
Nun analysieren wir die Wahrscheinlichkeit, dass Menge S; nicht abgedeckt ist, dass also S;NT" =
(0 gilt. Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass S; = {1,...,k} gilt, dann ist

Prob (S;NT =0) = (1— ngP)) o (1— x](ﬂLP)).

Da wir schon bei dem MAXSAT-Problem eine dhnliche Rechnung durchgefiihrt haben, wissen
wir, dass dieser Ausdruck (da Zle xELP) > 1 ist) kleiner oder gleich 1/e ist.

Wir wissen also, dass fiir alle j =1,...,m gilt, dass Prob (S; NT = 0) < 1/e ist.

Bei der von uns ausgewéhlten Menge T konnen wir weder garantieren, dass sie ein Hitting Set
ist, noch konnen wir garantieren, dass sie eine bestimmte Kardinalitéat hat.

Wir iterieren das obige randomisierte Runden ¢ mal und erhalten ¢t Mengen 77, ..., T;. Als Menge
T wahlen wir nun T =T UTo U --- U T;.

Die Zahl t sollte grof8 genug sein, damit wir mit groBer Wahrscheinlichkeit alle Mengen S; abge-
deckt haben. Wie grof§ wir ¢ wihlen, wird nun eine Rechnung zeigen. Es gilt:

E[T]] =BT U--- UT) S BTy +- -+ [T = - ™D < t-copn

und Prob (S; N T =0) < (1/e)".
Wir definieren nun, dass unser Algorithmus Pech gehabt hat, wenn |T'| > 2t ¢op; ist oder wenn
es eine Menge S; gibt, fir die S; N T = ( gilt. Es gilt

Prob (Algorithmus hat Pech gehabt) < Prob (|T|>2-t-cep)+ Prob(3j:S; NT =0)
< 1/2+m-(1/e)".

Dabei haben wir fiir den ersten Term die Markovungleichung verwendet.

Damit diese Wahrscheinlichkeit kleiner gleich 3/4 wird, wéhlen wir ¢ > Inm + In 4.

Wir haben also einen Algorithmus beschrieben, der mit Erfolgswahrscheinlichkeit mindestens
1/4 eine Menge T mit |T'| < 2(Inm + O(1)) - copt berechnet, die ein Hitting Set ist. O

Wir zeigen nun, dass ein Greedyalgorithmus allerdings besser ist:

Greedyalgorithmus:

T:=0;M:={1,...,m}.

# T wird zu einem Hitting Set aufgebaut,

# M ist die Menge der Indizes {j | S; N T = 0}.

while M # () do

begin
wéhle z € {1,...,n}\ T, das die meisten S; (mit j € M) abdeckt.
T :=T U {z}. Aktualisiere M.
(Fiir die folgende Analyse sei M, die neue Menge M.)

end;

4.19 Behauptung. Der Greedyalgorithmus berechnet einen Hitting Set T der Kardinalitét
|T| < [lnm - copt], wenn cop die Kardinalitit eines minimalen Hitting Sets ist. Seine Giite ist
also durch Inm beschrinkt.

Beweis: Da |T| die Anzahl der Durchldufe durch die while-Schleife ist, reicht es, diese ab-
zuschétzen. Zu diesem Zweck betrachten wir den Verlauf von |M| im Laufe des Algorithmus.

Nach 0 Durchldufen der while-Schleife ist |M| = m. Da zu Beginn ¢, Elemente ausreichen, um
alle Mengen abzudecken, reichen auch fiir die kleineren Probleme, die im Laufe des Algorithmus
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entstehen, c,p¢ Elemente. Damit gibt es stets ein Element, das mindestens |M|/cope viele
Mengen abdeckt. Also gilt |Mye.| < [M]- (1 — —). Nach i > 1 Durchliufen der while-Schleife

Copt

gilt somit fiir die dann aktuelle Menge M, dass |M| < m- (1 — —=—=)* < m-e~%/¢rt ist. Damit ist

Copt
klar, dass nach spétestens [copt - Inm| Schleifendurchléufen die Menge M die leere Menge ist. [

4.3 Ein 0.878-Approximationsalgorithmus fiir MAXCUT

Bevor wir diesen beschreiben kénnen, machen wir einen kleinen Exkurs in die Matrizentheorie
bzw. die Lineare Algebra.

4.3.1 Exkurs Matrizen/lineare Algebra

Wir benétigen ein paar Begriffe aus der Matrixtheorie bzw. der linearen Algebra. Diese kann man
z.B. auch in einem Buch von G.H. Golub und C.F. van Loan nachlesen: Matriz Computations,
North Ozford Academic, 1986.

4.3.2 Grundlagen der Matrixtheorie

Wir gehen in diesem Kapitel davon aus, dass die betrachteten Matrizen nur Eintrége aus den
reellen Zahlen haben (also nicht etwa komplexe Zahlen).

Eine n x m-Matrix heiBt quadratisch, wenn n = m ist. Eine Matrix A mit A = AT heifit
symmetrisch. Id bezeichnet in diesem Kapitel die Identitdtsmatrix.

4.20 Definition. Ein FEigenvektor einer Matrix A ist ein Vektor x # 0, fiir den eine komplexe
Zahl \ existiert mit A-x = A -z. Der Wert X heifit Eigenwert.

FEigenwerte lassen sich auch noch anders charakterisieren:

4.21 Lemma. Die Figenwerte einer Matriz A sind die Nullstellen des Polynoms det(A— \-Id),
wobei \ die Variable des Polynoms ist.

Fiir symmetrische nxn-Matrizen A ist folgendes bekannt: A besitzt n reelle Eigenwerte (die
nicht notwendigerweise alle voneinander verschieden sind.) Diese n Eigenwerte werden hiufig
geschrieben als A1, ..., \,, wobei man eine kanonische Numerierung annimmt, so dass A\ > ... >
An gilt.

Wenn ein Eigenwert mehrmals vorkommt, dann wird die Anzahl seines Vorkommens auch Mul-
tiplizitdt genannt.

4.22 Satz (Rayleigh-Ritz). Wenn A eine symmetrische Matriz ist, dann gilt
M(A) = Hm‘;‘ix el Az und An(A) = Hrrhin ol A
z||=1 z||=1
4.23 Definition. Eine quadratische Matrix A heifit

positiv semidefinit, wenn 2T -A-x >0

positiv definit, wenn 2T - A-2 >0 }fur alle x € R™\ {0} ist.

In diesem Skript werden wir den Begriff | positiv semidefinit“ auch abkiirzen als ,,PSD*.
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Als Korollar des Satzes von Rayleigh-Ritz erhalten wir, dass eine symmetrische Matrix PSD ist
genau dann, wenn ihr kleinster Eigenwert \,, > 0 ist und positiv definit, wenn A,, > 0 ist.

Wir wollen nun einige Beispiele fiir Matrizen bringen, die PSD sind. Zuné&chst sollten wir fest-
halten, dass eine Matrix, die nur positive Eintriige hat, nicht unbedingt PSD ist: Wir betrachten
die folgenden beiden Matrizen:

=(11) (1)

Die Matrix A ist nicht PSD. Dies siecht man zum Beispiel daran, dass (1,—1)- A (1,-1)T = —6
ist. Wenn man die Eigenwerte von A ausrechnet, findet man Ay = 5, Ay = —3.

Es gilt zum Beispiel A4 - (1,1)T = (5,5)7 und 4 - (1,-1)T = (-3, 3)7.

Die Matrix B enthélt negative Eintrége, ist aber ,trotzdem“ PSD. Dies liegt daran, dass die
beiden Eigenwerte von B ungefihr die Werte 4.30 und 0.697 haben, also beide echt grifler als
Null sind.

Fiir eine Diagonalmatrix sind die Eigenwerte identisch mit den Eintrdgen auf der Diagonale.
FEine Diagonalmatrix ist also genau dann PSD, wenn alle ihre Diagonaleintréige nicht kleiner als
Null sind.

Aus der Definition der Semidefinitheit folgt auch, dass folgendes gilt: Wenn B und C' Matrizen

sind, dann ist die Matrix
B0
A =
(v c)

PSD genau dann, wenn B und C' beide PSD sind. Dies bedeutet, dass man eine Bedingung der
Form ,,die Matrizen Aq,..., A, sollen PSD sein“ auch ausdriicken kann als ,,die Matrix A* soll
PSD sein“, wenn man die Matrix A* analog zu gerade aus den A; zusammensetzt.

In diesem Kapitel haben wir meistens mit symmetrischen Matrizen zu tun. Fiir symmetrische
Matrizen gilt die folgende Aquivalenzaussage:

4.24 Lemma. Sei A eine symmetrische n x n-Matrix. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
e A ist PSD.
o Alle Eigenwerte von A sind nicht-negativ.
o s gibt eine n x n-Matriz B, so dass man A schreiben kann als A = BT - B.

Die Zerlegung A = BT - B kann man auch anders lesen: Es gibt n Vektoren by, ..., b,, so dass
jedes Element A; ; = bl - b; ist. Die Vektoren b; entsprechen den Spalten in B.

Diese Zerlegung bezeichnet man auch als ,,(unvollstindige) Cholesky-Zerlegung“. Es gibt einen
Algorithmus, der eine solche Cholesky-Zerlegung in Laufzeit O(n3) berechnet, man lese zum
Beispiel im frither erwéhnten Buch von Golub und van Loan nach.

Der erwihnte Algorithmus bemerkt auch, wenn die vorgelegte symmetrische Matrix nicht PSD
ist.

Wen es nun stort, dass wir zwar fiir symmetrische Matrizen entscheiden kénnen, ob sie PSD sind
oder nicht, aber anscheinend nicht fiir beliebige Matrizen, der moge durch folgende Uberlegung
beruhigt werden:

Das Problem, zu entscheiden, ob eine gegebene quadratische Matrix A PSD ist, kann zuriick-
gefiihrt werden auf das gleiche Problem fiir eine symmetrische Matrix A’. Wir kénnen némlich
A’ wie folgt definieren: A ; := 4 - (A;; + A4;,). Da

JﬁT'A'QL‘: E Ai,j'xi'xj
]

ist, gilt, dass 7 - A’ -2 = 27 - A - 2 ist und somit ist die symmetrische Matrix A’ genau dann
PSD, wenn die Matrix A PSD ist.
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Wenn wir eine symmetrische Matrix A haben, die PSD ist, dann ist die Zerlegung A = BT -B nicht
eindeutig, weil das Skalarprodukt von Vektoren rotationsinvariant ist, also liefert die Rotation
der Vektoren, die durch die Matrix B beschrieben werden, eine neue Zerlegung. Insbesondere
kann man B immer so wéhlen, dass B eine obere (oder untere) Dreiecksmatrix ist.

Die folgende Matrix A ist positiv definit, wir geben auch eine Zerlegung der Form A = BT - B

S S RGN

4.3.3 Semidefinite Programmierung

In der Informatik sind viele wichtige Probleme NP-hart und somit vermutlich nicht auf effiziente
Weise 16sbar. Oft gibt man sich fiir solche Probleme dann mit Algorithmen zufrieden, die nicht
die optimale Losung finden, sondern nur eine ,gute* Losung. Ein Approximationsalgorithmus
garantiert, dass die gefundene Losung nicht viel schlechter ist als die optimale Losung. Ange-
nommen, wir haben ein Maximierungsproblem. Ein 1/2-Approximationsalgorithmus fiir dieses
Problem ist dann z.B. ein Algorithmus, der Losungen abliefert, die mindestens halb so grofl
sind wie das Optimum. In den letzten Jahren (seit 1994) hat es eine interessante Entwicklung
gegeben. Es ist den Forschern und Forscherinnen gelungen, bessere Approximationsalgorithmen
zu entwerfen, und zwar fiir eine Reihe von Problemen. Diese Algorithmen basieren auf einer
Verallgemeinerung der Linearen Programmierung. Es handelt sich um die sogenannte Semide-
finite Programmierung. Wir wollen hier einen kurzen Eindruck geben, worum es sich bei der
Semidefiniten Programmierung handelt und nur erwihnen, dass es Polynomialzeitalgorithmen
gibt, die Probleme der Semidefiniten Programmierung lésen kénnen. Diese Algorithmen basie-
ren auf einer Verallgemeinerung von ,, Innere-Punkt-Methoden*, die urspriinglich fiir die Lineare
Programmierung entwickelt worden sind.

Um ein Beispiel zu betrachten, wie man die Semidefinite Programmierung fiir in der Informatik
auftretende Probleme verwenden kann, schauen wir uns auch das Beispiel an, das gewissermafien
die Forschungslawine in den letzten Jahren ausgeltst hat, ndmlich das Problem MAXCUT.

4.3.4 Semidefinite Programme

In der Literatur gibt es verschiedene Definitionen von Semidefiniten Programmen. Wie man
jedoch nicht anders erwarten sollte, sind diese Definitionen (oft oder immer?) #dquivalent. Wir
wihlen die folgende Definition:

4.25 Definition. Ein semidefinites Programm hat die folgende Form: Wir suchen eine Lésung
in den reellen Variablen x1,...,x,,. Gegeben ist ein Vektor ¢ € R™, und wir wollen die Ziel-
funktion ¢’ - 2 minimieren (oder maximieren). Die zulissige Menge ist beschrieben durch eine
symmetrische Matrix SP, die als Eintréige lineare Funktionen in den x;-Variablen enthilt. Ge-
nauer gesagt: Ein Vektor a ist zuléssig, wenn die Matrix SP PSD wird sobald wir die Variablen
x; in SP mit den Werten aus a belegen, also x; = a; setzen.

Hier ist ein Beispiel eines semidefiniten Programms:

max xr1 + T + 3
1 1 —1 221 +4+x20—1
so dass 1 — 1 -1 zo + 3 PSD ist.
201 + a9 — 1 zo + 3 0

Wenn wir ein Problem als semidefinites Programm modellieren méchten, muf§ sich nicht un-
bedingt eine symmetrische Matrix ergeben. Entsprechend der vorhin gemachten Bemerkungen
kann man ,,unsymmetrische Bedingungen“ durch symmetrische Bedingungen ausdriicken.
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Die Matrix, die wir erhalten, wenn wir die Variablen z; gem#fl dem Vektor a belegen und in SP
einsetzen, bezeichnen wir hier mit SP(a).

Wir bemerken, dass es Methoden gibt, ein semidefinites Programm zu 16sen. Genauer: Zu
jedem gegebenen € > 0 und jedem semidefiniten Programm, das eine endliche, polynomiell
beschriankte Losung hat, kann man das Programm in Polynomialzeit 16sen, bis auf einen Fehler
(in der Zielfunktion) von e. Im allgemeinen 148t sich so ein Fehlerterm nicht vermeiden, weil die
optimale Losung eines semidefiniten Programms irrational sein kann.

Es mag auch iiberraschen, dass man wissen muf}, dass das Programm eine polynomiell beschrank-
te Losung hat. Warum so etwas aber wichtig ist, sehen wir an folgendem Beispiel: Wihrend
wir fiir ein lineares Programm von vornherein wissen, dass bei gegebener Grofle L des linearen
Programms ein Losungspunkt existiert, dessen Koordinaten betragsmiBig durch 27 beschrinkt
sind, so gilt dies bei der Semidefiniten Programmierung nicht mehr. Betrachte folgendes Beispiel:

min 1z, so dass x; =2 und x; > x?_l.

Die optimale Losung dieses Programms ist natiirlich 22" " und es handelt sich um ein semidefini-
tes Programm, weil man die Bedingung x; > 2? , in einem semidefiniten Programm formulieren
kann (Ubungsaufgabe). Allein zur Ausgabe der Losung wiirden wir aber schon Laufzeit ©(2")
bendétigen.

Wir haben erwéhnt, dass die Semidefinite Programmierung eine Verallgemeinerung der Linearen
Programmierung ist. Dies wollen wir beweisen:

4.26 Lemma. Die Lineare Programmierung ist ein Spezialfall der Semidefiniten Programmie-
rung.

Beweis: Wir schreiben die Bedingungen des linearen Programms wie folgt auf. Die i-te Bedin-
gung sei durch IN; > 0 gegeben, wobei

IN; :=a; 101+ -+ ainTn + b;

ist, fiir 1 <4 < r. Wir definieren die Matrix SP fiir das semidefinite Programm wie folgt:

INy O -+ 0
0 INy --- O
0 0 IN,

Da eine Diagonalmatrix genau dann PSD ist, wenn alle ihre Diagonalelemente nicht-negativ
sind, erhalten wir, dass der zuldssige Bereich des linearen Programms und des semidefiniten
Programms gleich sind. O

Lineare Programmierung kann also nach diesem Beweis angesehen werden als der Spezialfall der
Semidefiniten Programmierung, bei dem die beteiligte Matrix SP eine Diagonalmatrix ist.
Viele Eigenschaften, die fiir die Lineare Programmierung gelten, lassen sich auf die Semidefi-
nite Programmierung iibertragen. Zum Beispiel ist der zuldssige Bereich eines semidefiniten
Programms auch konvex, was durch eine einfache Rechnung iiberpriift werden kann.

Als eine Konsequenz aus der Konvexititseigenschaft wollen wir hier festhalten, dass man z.B.
ein semidefinites Programm nicht benutzen kann, um eine Bedingung wie zum Beispiel ,x > 1
oder x < —1“ auszudriicken, da der zuléssige Bereich fiir diese Menge nicht konvex ist.

Wir wollen an einem Beispiel zeigen, dass man mit Hilfe eines Semidefiniten Programms mehr
Bedingungen ausdriicken kann als mit Hilfe eines Linearen Programms.

Wir betrachten zum Beispiel die symmetrische 2 x 2-Matrix

(5 ¢)
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Diese Matrix ist genau dann PSD, wenn a > 0,¢ > 0, und b? < ac ist. Zum Beispiel beschreibt
damit die folgende Matrix
X1 2
< 2 xZo >

als zuléssigen Bereich denjenigen, wo fiir die Variablen z; und zo gilt, dass =1 - ©o > 4,27 >
0,z2 > 0 ist. Hier ist die Bedingung x1 - 2 > 4 nicht linear.
Ein weiteres Beispiel: Wenn wir im semidefiniten Programm die Matrix

1 =z 0
Ty 0
00 —y+%+3

wihlen, dann sind genau alle Punkte z,y mit y > 0,y > 2% und y < x/3 + 1/2 zuliissig. Diese
Punkte liegen im folgenden Bild alle zwischen der Parabel und der Geraden. Wir iiberlassen es
dem Leser und der Leserin, die optimale Losung dieses semidefiniten Programms zu bestimmen,
wenn man konkrete Zielfunktionen wéhlt.

0.8
0.6
0.4

0.2

-1 -0.5 0 0.5 1
X

Abbildung 4.2: ***

4.3.5 MAXCuUT und Semidefinite Programmierung

Das Problem MAXCUT ist wie folgt definiert:

Problem Maxcut

Gegeben ein ungerichteter Graph G = (V, E'). Finde eine Zerlegung der Knotenmenge V' = V1 UV,
(mit V4 NV4 = 0), so dass die Anzahl der Kanten aus E, die zwischen V; und V5 liegen, maximal
wird.

MaxcurT ist ein NP-hartes Problem, also ist man schon gliicklich, wenn man Losungen, d.h.
Zerlegungen berechnen kann, die relativ gut sind, wenn auch nicht optimal.

Fiir ein 0 < ¢ < 1 heifle ein Approximationsalgorithmus A fiir MAXCUT ¢-Approximations-
algorithmus, wenn die von A berechnete Losung mindestens ¢ mal soviele Kanten enthélt wie
die optimale Lésung. Bis ca. 1994 waren nur 1/2-Approximationsalgorithmen fiir MAXCUT be-
kannt. So war es quasi eine Sensation, als es den beiden Forschern Goemans und Williamson
gelang, einen Algorithmus zu entwerfen, der ein 0.878 .. .-Approximationsalgorithmus fiir MAX-
CuUT ist. Insbesondere haben sie gezeigt, dass die Semidefinite Programmierung eine interessante
Methode ist, um zu Approximationsalgorithmen zu gelangen, und entsprechend haben sie eine
Lawine ausgelost, in der viele weitere Probleme darauthin untersucht wurden, ob sie mit Hilfe
der Semidefiniten Programmierung besser gelost werden kénnen.
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Wir beobachten zunéchst, dass man die optimale Losung eines MAXCUT-Problems als Losung
des folgenden mathematischen Programms erhalten kann:

1— gy . :
max Z % so dass y; € {—1,1} ist fiir alle 1 <i <n.
{i.jteE

Die Idee hinter dieser Formulierung ist, dass man V4 = {i | y; = 1} und Vo = {i | y; = —1} als
die beiden Klassen der Zerlegung wéhlen kann. Ein Term (1 — y;y;)/2 trégt 1 zur Summe bei
genau dann, wenn ¥; # y; ist und 0 sonst.

Wir wollen dieses mathematische Programm ,relaxieren®, d.h. den Raum der zuléssigen Losun-
gen zunichst grofer machen. Wir machen den Raum der zuléssigen Losungen dabei so grof,
dass wir das neue Programm mit Hilfe der Semidefiniten Programmierung 16sen kénnen. Wir
relaxieren das Programm dahingehend, dass wir von den Variablen y; nicht verlangen, dass sie 1-
dimensional sind, sondern, wir lassen zu, dass sie n-dimensional sind. Wir erhalten das folgende
mathematische Programm:

L —yiy;
max Z T_z—j so dass |[y|| =1,y € R" ist fiir alle 1 <i <n.
{ijreE
(Ausnahmsweise stellen wir in diesem Unterkapitel einmal die Vektoren durch unterstrichene
Buchstaben dar, um sie deutlicher von Integervariablen zu unterscheiden.)

Das gerade gezeigte Programm ist noch kein semidefinites Programm, aber indem wir neue
Variablen einfiithren, erhalten wir ein semidefinites Programm:

1 yvi2 v13 - ¥Yin
) Y12 1 Y23 ... Yo
max Z % SO dass Y = y1;3 y273 1 e y3,n PSD lSt
{i.}€E : : ST
Yinm Y2n Y3n --- 1

Der Grund ist der folgende: Da man symmetrische Matrizen A, die PSD sind, als A = BT - B
zerlegen kann, definiert die Matrix einen zuldssigen Bereich, in dem jede Variable y; ; geschrieben
werden kann als das Produkt von Vektoren v; - v;. Die Diagonale in der Matrix garantiert dabei,
dass |[vs|| = 1 fiir alle 4 ist. -

Dies ist eine Relaxation des urspriinglichen Problems in einer Dimension, denn jeder zuldssige
Punkt mit Zielfunktionswert Z fiir das 1-dimensionale Problem kann als zuldssiger Punkt mit
Zielfunktionswert Z fiir das n-dimensionale Problem gesehen werden: Wir fiillen die anderen
Komponenten einfach mit Nullen.

Wir entwerfen nun folgenden randomisierten Algorithmus, um eine Zerlegung V3 U V5 zu bekom-
men.

Zunichst wenden wir einen Algorithmus an, um eine Losung des obigen semidefiniten Programms
zu finden, die optimal ist. (Bzw. bis auf einen kleinen additiven Term ¢ optimal ist). Diese Losung
besteht unter anderem aus der ,,optimal belegten“ Matrix Y. Wir fahren dann wie folgt fort:

o Berechne eine Cholesky-Zerlegung von Y und erhalte so Vektoren v;, ¢ = 1,...,n, fiir die
Yi; = vi - v; gilt und [[v;|| = 1. Dies kann in Laufzeit O(n®) geschehen.

e Wihle zufillig eine Hyperebene H aus. Dies kann zum Beispiel dadurch geschehen, dass
man einen Zufallsvektor r als Normale der Hyperebene auswiirfelt. Zu diesem Zweck
benutzt man eine rotationssymmetrische Verteilung.

o Wir wihlen V; als die Menge all derjenigen Knoten aus V', deren zugehoriger Vektor auf
einer Seite der Hyperebene H liegt. Also: v; € Vi <= r-1v; < 0. Auflerdem wéhlen wir
Vo =V \ 1.
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Der Vorgang, aus den Vektoren v; mittels der Wahl einer Hyperebene Elemente aus {—1,1} zu
machen, wird auch ,, Rundungsprozedur” genannt.

Der gerade beschriebene Algorithmus ist ein randomisierter Algorithmus, er héngt also von
Zufallsentscheidungen ab, ndmlich von der Wahl der Hyperebene. Die berechnete Zerlegung
ist eine Zufallsvariable. Zufallsentscheidungen konnen auch schlecht ausgehen, das heifit, wir
bekommen nicht unbedingt jedes Mal eine gute Zerlegung. Was wir aber zeigen konnen, ist
folgendes: Die erwartete Kantenzahl der zufillig berechneten Zerlegung ist mindestens 87% der
Kantenzahl in einer optimalen Zerlegung. Dieser Aufgabe wollen wir uns nun widmen.

Wegen der Linearitét des Erwartungswertes brauchen wir nur fiir zwei gegebene Vektoren v;
und v; die Wahrscheinlichkeit auszurechnen, dass sie auf verschiedenen Seiten der gewéhlten
Hyperebene liegen. Da das Produkt v; - v; rotationsinvariant ist, kénnen wir die Ebene H*
betrachten, die von den beiden Vektoren aufgespannt wird:

A,
@ )

(Der Winkel v = arccos(v; - v;) zwischen den Vektoren v; und v; ist rotationsinvariant.)

Als erstes beobachten wir folgendes: die Wahrscheinlichkeit, dass die gewiihlte Hyperebene H
gleich H* ist, ist gleich Null.

In den anderen Fillen schneiden sich H und H* in einer Geraden. Wenn die beiden Vektoren
auf verschiedenen Seiten von H liegen sollen, dann miissen sie auch auf verschiedenen Seiten der
Geraden liegen. Also muf} die Gerade ,,zwischen“ v; und v; liegen, also in den Bereich fallen, der
im Bild schraffiert ist. Dies passiert jedoch genau mit Wahrscheinlichkeit

200«  arccos(v; - vj)

or o« T
Also ist die erwartete Zahl an Kanten, die zwischen V7 und V3 liegen (,,Schnittkanten“ genannt)
in der zufilligen Zerlegung V = V; U V5 wie folgt zu berechnen:

arccos(v; - v;
E [Anzahl Schnittkanten] = Z #

{i,j}€FE

(4.1)

Wenn wir eine konkrete semidefinite Relaxation des Problems MAXCUT berechnen, erhalten wir
natiirlich eine obere Schranke fiir die optimale MAXCUT-Losung. Die Giite der Losung hingt
vom Ausgang der Rundungsprozedur ab, wir berechnen die erwartete Giite. Im konkreten Fall
kann man die erhaltene Losung mit der oberen Schranke vergleichen und so direkt die Giite
der erhaltenen Losung abschétzen. Entsprechend kann man bei Bedarf weitere Zufallsversuche
vornehmen.

Als Erfahrungswert sollte man auch im Hinterkopf behalten, dass Experimente zeigen, dass in
den , meisten“ Féllen die berechnete Losung sogar eine Giite hat, die viel besser ist als die von
uns bewiesenen 0.878.. ..

Wir wollen den Erwartungswert in Ausdruck (4.1) mit dem Wert des relaxierten Programms
vergleichen. Eine Moglichkeit, dies zu tun, besteht darin, jeden einzelnen Term arccos(v;-v;) /7
mit (1—v;-v;)/2 zu vergleichen. Es ist eine relativ einfache Analysisaufgabe, zu zeigen, dass im
Bereich —1 <y <1

arceos(y) - 87856 “Ty gilt.

Im folgenden wollen wir die beteiligten Funktionen bildlich darstellen: Wir sehen im folgenden
Bild die beiden Funktionen arccos(y)/m und (1 — y)/2.
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Die folgenden beiden Bilder zeigen den Quotienten %Og(y) / kTy im Bereich —1 < y < 1 (links)
und —1 < y < 0 (rechts).
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Abbildung 4.3: ***

Es bezeichne Relaz,: den optimalen Wert der Zielfunktion des Semidefiniten Programms. Die
gerade gemachte Analyse zeigt, dass der Erwartungswert der Anzahl der gefundenen Schnittkan-
ten mindestens 0.878 - Relaxoy: ist. Da Relax,y,: eine obere Schranke fiir die maximale Anzahl
an Schnittkanten ist, gilt also, dass wir eine zuféllige Zerlegung V3 U Va erhalten, die im Erwar-
tungswert mindestens 0.878 mal so viele Schnittkanten hat wie die optimale Zerlegung.

Zum Schlufl wollen wir betonen, dass wir gerade zwar einen randomisierten Algorithmus fiir
die Rundungsprozedur beschrieben haben, dass aber auch deterministische Algorithmen mit der
gleichen Giite bekannt sind. Diese sind jedoch wesentlich schwieriger zu beschreiben als die obige
Rundungsprozedur.

4.4 Die probabilistische Methode

Die probabilistische Methode wird benutzt, um die Existenz von gewissen Objekten nachzuwei-
sen (mit positiver Wahrscheinlichkeit). Als erstes betrachten wir sogenannte ,, Expandergraphen®
(speziell: Konzentratoren), die u.a. im Gebiet der Kommunikationsnetzwerke und bei der Deran-
domisierung von Algorithmen Anwendung finden. Intuitiv ist ein Expandergraph ein bipartiter
Graph, bei dem man die Gewissheit hat, dass gewisse Knotenmengen , links* grofie Nachbarmen-
gen ,rechts® haben. Formal heifit das:

4.27 Definition. Ein bipartiter Graph G = (LUR, E) heifit (n, d, a, ¢)-OR-Konzentrator, wenn
die folgenden drei Bedingungen alle erfiillt sind:

1. |L| = |R| = n.
2. Jeder Knoten aus L hat Grad hochstens d.

3. Jede Teilmenge S C L mit |S| < « - n hat mindestens c¢ - |S| viele Nachbarn in R.
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Wenn ein Graph G ein (n, d, «, ¢)-OR-Konzentrator ist, dann gilt notwendigerweise, dass
c<n/lan] =1/«

ist, denn fiir eine Teilmenge S mit |S| = |an] mufl R mindestens c¢- |an| viele Nachbarn haben,
R enthélt aber nur n Knoten. Auf dhnliche Art folgt ¢ < d. Diese beiden Werte kann ¢ ma-
ximal annehmen, aber die meisten Konstruktionen sind schlechter. Typischerweise interessieren
iibrigens die Konzentratoren mit ¢ > 1.

4.28 Behauptung. Fiir alle n > 1 gibt es einen (n, 18, ;’,2) OR-Konzentrator.

Beweis: Wir fithren den Beweis probabilistisch. Die auftretenden Parameter fixieren wir erst
am Ende des Beweises. L enthilt n Knoten, R enthilt n Knoten. Wir wiirfeln einen zufélligen
bipartiten Graphen auf L U R aus, indem wir die Kanten zufillig auswiirfeln. Fiir jeden Knoten
v € L wihlen wir d mal (mit Ersetzung) einen Knoten w auf der rechten Seite aus und fiigen die
Kante {v, w} hinzu (wenn sie nicht schon da ist). Damit ist gewihrleistet, dass jeder Knoten aus
L Grad hochstens d hat. Wir zeigen nun, dass folgendes gilt: Mit Wahrscheinlichkeit mindestens
0.8 ist der ausgewiirfelte Graph ein (n, 18, 3,2)-OR-Konzentrator.

Sei nun o :=1/3,d := 18 und ¢ := 2 und nehmen wir an, dass G kein (n, d, o, ¢)-OR-Konzentrator
ist.

Dann existiert eine Teilmenge S C L mit |S| < a-n und eine Teilmenge T'C R mit |T'| = ¢- |5,
so dass alle Nachbarn der Menge S in der Menge T enthalten sind. (Hier benétigen wir, dass
¢|S| eine natiirliche Zahl ist.) Sei S fest gewihlt, s :=|S| < an.

Die Wahrscheinlichkeit pg, dass die Menge S nicht geniigend Nachbarn hat, ist also beschrankt

durch
n cs\ 98
bs S (_) )
cs n
cS

wobei (C"S) die Anzahl Moglichkeiten angibt, T' zu wihlen. Der Term (‘—T‘L)ds ergibt sich wie
folgt: Fiir jeden Knoten aus S werden d Nachbarn gewihlt, dies sind also insgesamt ds Wahlen.
Jedesmal muss ein Knoten aus T gewihlt werden, die Wahrscheinlichkeit, einen Knoten aus T’
zu wihlen, ist cs/n.

Sei ps nun die Wahrscheinlichkeit, dass es ein .S mit |S| = s gibt, das nicht geniigend Nachbarn
hat (also weniger als ¢s). Dann erhalten wir (die Erklidrung fiir die jeweiligen Ungleichungen im

Anschluss):
v (G
< (5 <5> |
= (nltedectlgd—cgd—l-c)s
e
- (9]

Bei der ersten Ungleichung haben wir die Abschétzung ( ) ( ) benutzt. Die letzte Unglei-
chung gilt, da s < an und o = 3 ist. Damit haben wir eine obere Schranke fiir die Wahrschein-
lichkeit, dass eine Menge S mit |S| = s existiert, so dass die OR-Konzentratoreigenschaft nicht

erfiillt ist. Da nach Voraussetzung ¢ = 2 und d = 18 ist, ergibt sich [(%)15 263:| = (¢*)® mit

c* =~ 0,091737. Bisher haben wir s fest gewahlt, jetzt miissen wir noch iiber alle s summieren:
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Die Wahrscheinlichkeit, dass der gewiirfelte Graph kein OR-Konzentrator mit den gewiinschten
Parametern ist, betragt hochstens

; ps <3 () < ;(c*)s - <01l

s=1

Die Wahrscheinlichkeit, dass der gewiirfelte Graph ein OR-Konzentrator ist, betrigt damit
mindestens 0.89. U

Ubrigens kann man die obige Rechnung auch mit d = 14 durchfiihren und wird sehen, dass die
Wahrscheinlichkeit, einen OR-Konzentrator mit entsprechendem Parameter zu bekommen, auch
immer noch grofler als 0 ist.

Anmerkung:

e Es ist kein effizienter deterministischer Algorithmus bekannt, um solche OR-
Konzentratoren zu konstruieren.

e Es ist weiterhin kein effizienter Algorithmus bekannt, um zu verifizieren, dass ein gegebener
Graph ein OR-Konzentrator ist.

Diese Nachteile fithren dazu, dass man in den ,, Anwendungen®“ andere Expanderbegriffe wihlt.
Der folgende Satz enthilt einen alternativen Expanderbegriff.

4.29 Satz. Es gibt fiir alle n > 5 einen bipartiten Graph G = (LU R,E), LN R = 0 mat
|L| =n,|R| = 2lloe®nl  der die folgenden beiden Bedingungen erfiillt.

i) Jeder Knoten v € R hat hichstens Grad |log®n].
ii) Jede Teilmenge S C L mit |S| > & hat mindestens |R| — n viele Nachbarn.

Beweis: Als Abkiirzung definieren wir d := [log®n|. Wiirfle fiir jeden Knoten v € R dessen
(hochstens d viele) Nachbarn aus L aus (mit Ersetzung, gemifl der Gleichverteilung).

e zu i) trivialerweise erfiillt.

e zu ii) Betrachte ein festes S C L mit [S| > §. Die Zahl Ng sei die Anzahl der Knoten in R,
die keinen einzigen Nachbarn in der Menge S haben. Um Ng zu analysieren, betrachten
wir einen beliebigen Knoten v € R. Die Wahrscheinlichkeit, dass v keinen Knoten aus S als
Nachbar hat, ist (1—|S|/|L|)? < (%)d Fiir Ng gilt somit E [Ng] < |R| (%)d =21 (%)d =1.
Die Wahrscheinlichkeit, dass Ng grosser als n ist, ldsst sich nun mit der Chernoffschranke
(da n > 5 ist) abschitzen als Prob (Ng > n) < 27", Summieren wir nun iiber alle S mit
|S| > %, (davon gibt es weniger als 2" viele), dann erhalten wir:

Die Wahrscheinlichkeit, dass der gewiirfelte Graph nicht die gewiinschte Eigenschaft hat,
ist kleiner als 227" = 1. Also existiert ein solcher Graph.

O

Expandergraphen und Wahrscheinlichkeitsamplifikation von RP-Algorithmen
Gegeben sei ein RP-Algorithmus A, der folgendermafien arbeitet. A wiirfelt » € {0,...,n — 1}
und berechnet deterministisch A*(z,r) € {0,1}. Da A ein RP-Algorithmus ist, gelten folgende
Bedingungen:

r€L = Prob(A*(z,7)
xr¢L = Prob(A*(z,1)

1)
1)

I
v
(=R R

83



Bei T-facher Wiederholung erhélt man eine durch (3)7 beschriinkte Fehlerwahrscheinlichkeit.
Mit T' > logn ist die Fehlerwahrscheinlichkeit dann héchstens 1/n, allerdings braucht man fiir
logn Wiederholungen log? n viele Zufallsbits. Wir zeigen nun, wie man mit log?n Zufallsbits
einen wesentlich kleineren Fehler erzielen kann.

Gegeben sei nun ein Expandergraph G geméfl der Definition aus dem obigen Theorem. Die
Knoten in L seien 0.B.d.A. mit 0,...,n — 1 bezeichnet.

Annahme: Bei Eingabe v € R kénnen dessen Nachbarn auf der linken Seite in Polynomialzeit
berechnet werden.

Algorithmus NEU: Wir gehen davon aus, dass L = {0,...,n — 1} ist und benutzen [log®n|
Zufallsbits zur Adressierung eines Knotens v € R. Wir berechnen effizient die Nachbarmenge S
dieses Knotens.

Berechne A*(z, s) fiir alle s € S. Falls mindestens einmal eine 1 berechnet wird, gib 1 aus, 0 sonst.

r heiit Zeuge fiir € L genau dann, wenn A*(x,r) = 1 ist. Wenn z € L ist, existieren mindestens
n/2 Zeugen fiir x. Wenn x ¢ L ist, existieren iiberhaupt keine Zeugen fiir z. Wir zeigen nun:
a) ¥ € L = Prob (NEU(z) =1) > 1 —1/plosn=2
b) v ¢ L = Prob (NEU(z) =1) =0

e b) ist trivial, weil « ¢ L = A*(x,r) = 0 fiir alle r.
e zu a): Wihle Z als Menge der Zeugen. Dann gilt [Z| > %, also hat Z auf der rechten
Seite mindestens 2118”7} — y Nachbarn. Daher ist die Wahrscheinlichkeit, dass NEU eine
0 ausgibt, hochstens
n n n 1

< - .
2|_10g2 n| — 2log2 n—1 nplogn—1/logn — plogn—2

Ein kritische(r) Zeitgenosse/in konnte anmerken, dass der Expandergraph ,implizit“ Zufallsbits
enthilt. Allerdings kann ein Expandergraph fiir beliebige RP-Algorithmen, also immer wieder,
verwendet werden.

Leider kénnen auch diese Expandergraphen weder effizient berechnet werden, noch kénnen die
geforderten Eigenschaften fiir gegebene Graphen effizient verifiziert werden.

4.4.1 Reduktion der bendétigten Zufallsbits beim Oblivious Routing
In Abschnitt 4.1 haben wir folgendes festgestellt:
1.) Jeder deterministische OPRA benétigt im worst case auf dem Hyperwiirfel Q(%) Schritte.

2.) Es existiert ein randomisierter OPRA, der auf jeder Permutation eine erwartete Laufzeit
von héchstens 10n hat.

Genau genommen hatten wir die zweite Aussage nur implizit gezeigt, wir machen ihren Beweis
in den folgenden Zeilen expliziter:

Wir hatten in Satz 4.7 gezeigt, dass die Wahrscheinlichkeit, dass jedes Paket nach hichstens 8n
Schritten sein Ziel erreicht, mindestens 1 — % betrigt. Wie héngt das mit 2.) zusammen? Der
Erwartungswert fiir die Laufzeit ist hochstens

1 1
1-— —(2Nn) < 10n.
< N)8n+N( n) < 10n
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Der Grund dafiir ist der folgende: Mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1 — (1/N) haben wir
hochstens 8n Schritte. Mit Wahrscheinlichkeit hochstens 1/N kdnnen wir aber mehr als 8n
Schritte machen. Wieviele Schritte maximal? Die obige Gleichung behauptet 2/Nn viele Schritte
maximal. Dies zeigen wir nun:

Jedes Paket hat einen Weg der Linge maximal 2n zu laufen. (Grund: Zum Zwischenziel
hochstens n Kanten entlanglaufen und von dort zum Endziel auch hochstens n Kanten entlang-
laufen.) Da wir N Pakete vorliegen haben und pro Zeiteinheit mindestens ein Paket eine Kante
entlangliuft, dauert das Routen maximal N - 2n Schritte.

Unser randomisierter OPRA verwendet Nlog N = Nn viele Zufallsbits, da fiir jedes der N
Pakete ein Zwischenziel gewahlt wird.

Ein deterministischer OPRA kann auch aufgefasst werden als randomisierter OPRA, der 0 Zu-
fallsbits benutzt. Damit haben wir einen Tradeoff:

Randomisierte OPRAs, die

— keine Zufallsbits verwenden, haben worst-case-Laufzeit Q(1/2™/n).
— N - n Zufallsbits verwenden diirfen, konnen mit Laufzeit O(n) auskommen.

Mit wievielen Zufallsbits kann man lineare erwartete Schrittzahl erreichen? Dieser Frage widmen
wir uns im folgenden.

Es gibt endlich viele deterministische OPRAs. Input fiir ein OPRA ist eine Permutation 7 € ¥
auf N Orten. Ein OPRA legt zu jeder Permutation und fiir alle Startorte die Route zum Zielort
fest, kann also als Abbildung

f:3ny x{1,....,N} = {1,...,N}=V

aufgefasst werden. Da die beteiligten Mengen alle endlich sind, gibt es nur endlich viele solche
Abbildungen, also endlich viele deterministische OPRAs. Damit ist eine wichtige Voraussetzung
erfiillt, um Yaos Minimaxprinzip verwenden zu diirfen.

Fiir randomisierte OPRAs heifit das: ein randomisierter OPRA ist eine Wahrscheinlichkeitsver-
teilung p1,...,pr iiber deterministische OPRAs A4, ..., Ag.

4.30 Beispiel. Im vorgestellten randomisierten OPRA wiirfelt man die Funktion o
{1,...,N} = {1,..., N} aus und benutzt dann einen deterministischen OPRA A,. Der rando-
misierte OPRA A wiirfelt also einen von N¥ vielen deterministischen OPRAs aus.

4.31 Satz. Fin randomisierter OPRA auf dem Hyperwiirfel, der auf jeder Eingabe hichstens k
Zufallsbits verwendet, hat erwartete Schrittzahl mindestens

Q<2k. g),

Beweis: Wenn hochstens k Zufallsbits gewtiirfelt werden, wahlt der randomisierte OPRA einen
von héchstens 2F vielen deterministischen Algorithmen aus. Also gibt es einen deterministischen
OPRA A*, der mit Wahrscheinlichkeit mindestens 27* aufgerufen wird. Sei x eine worst-case-
Eingabe fiir A*. Dann hat A* auf x Laufzeit mindestens /2" /n. Der randomisierte Algorithmus

hat erwartete Laufzeit mindestens Q(27% - /2" /n). O

Wie gro muss k sein, damit 27 . \/27/n linear ist? k = Q(n) ist nétig. Damit klafft eine
Liicke zwischen der Anzahl der Zufallsbits, die unser randomisierter Algorithmus oben benutzt
hat und der unteren Schranke fiir die Mindestzahl an Zufallsbits. Wir zeigen nun, dass die untere
Schranke scharf ist.
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4.32 Satz. Fir alle n gibt es einen randomisierten OPRA, der auf dem Hyperwirfel mit 3n
Zufallsbits auskommt und erwartete Schrittzahl hochstens 12n hat.

Unser Vorgehen wird wie folgt sein: Ein Algorithmusdesigner wihlt Aj,..., Ayxs (,gute Aus-
wahl®) als deterministische OPRAs fest. Bei Eingabe x wiihlt er einen der Algorithmen geméif
der Gleichverteilung aus.

log N3 =3 -log N = 3n.

Uns bleibt zu zeigen, dass es eine gute Auswahl von N2 vielen OPRAs gibt.

4.33 Definition. Ein deterministischer OPRA heift ,,schlecht® fiir eine Permutation , falls das
Routen von 7 mehr als 8n Schritte braucht.

Laut Satz 4.7 ist fiir ein gewéhltes 7 nur ein Anteil von 1/N der OPRAs schlecht fiir 7. Wir
machen uns folgendes Bild, die Zeilen stehen fiir die deterministischen OPRAs, die Spalten fiir

die Permutationen und ein ,,+* bzw. ,,—“ gibt an, ob das OPRA gut oder schlecht fiir 7 ist.

+
+ - - |+

NY det. OPRAs| + - =+
+
+
+
+ [+ + + + + £ - - -

Pro Spalte ist hochstens ein Anteil von 1/N der OPRAs schlecht.
Wir zeigen nun, dass man im Prinzip mit einer viel kleineren Matrix auskommen kann, dass man
némlich mit nur N3 deterministischen Algorithmen auskommt. Wir benutzen die probabilistische
Methode - zeigen also nur, dass es eine solche Auswahl gibt.
Zu diesem Zweck wihlen wir aus den hochstens NV vielen deterministischen OPRAs geméf der
Gleichverteilung mit Zuriicklegen N3 deterministische OPRAs aus: Ay, ..., Ays.
Fiir die Analyse sei nun eine Permutation 7 fix gewéhlt.
Wieviele der OPRAs Aj,..., Axs sind schlecht fiir 77 Sei X; die Indikatorvariable, die 1 ist,
falls A; schlecht ist fiir 7. Dann ist X = Zf\fl X; die Anzahl der schlechten OPRAs fiir 7. Es
gilt

E[X] < N?

weil E [X;] < & ist. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass X > 2N? ist? Es ist
Prob (X > 2N?) < Prob (X > 2N?) = Prob (X > (1+1)-m),

fir m = N? > E[X]. Wir verwenden die Chernoffschranke in der ,a0-Variante* mit m = N2
und 6 = 1 und erhalten Prob (X > 2N?) < (6/4)N2.

Eine Permutation 7 heifle schlecht fiir Ai,...,Ays genau dann, wenn mehr als 2N2
der A; schlecht sind fiir . Wir wollen die Versagenswahrscheinlichkeit V  :=
Prob (3 7, die schlecht ist fiir Aq,..., Ays) ausrechnen. Da es N! Permutationen gibt, kénnen

wir wieder wegen der Eigenschaft Prob (AU B) < Prob (A) + Prob (B) abschétzen:
V<N (e/)N < 1.
Die letzte Ungleichung ergibt sich wie folgt:
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N! < NV alsoIn N! < NInN. Es reicht also aus, zu zeigen, dass NIn N + (N2) - In(e/4) < 0
ist. Dass dies asymptotisch gilt, ist auf den ersten Blick klar, dass es auch fiir alle N > 1 gilt,
kann man durch eine einfache zweizeilige Kurvendiskussion nachweisen, welche wir natiirlich
weglassen.

Es gibt also eine Algorithmenauswahl Ay, ..., Ays, die fiir keine der Permutationen schlecht ist.

Ay
Apns
!
pro Spalte < 2N? viele ,,—“-Zeichen.
N _ 2
N3 N’

Ein Algorithmusdesigner fixiert diese Auswahl. Zur erwarteten Schrittzahl von hochstens 12n
kommen wir wie gehabt: Mit Wahrscheinlichkeit (1 — 2/N) hochstens 8n Schritte, mit Wahr-
scheinlichkeit 2/N hochstens 2nN Schritte.

Algorithmus: Mit log N® = 3n vielen Bits wihle bei vorliegender Eingabe 7 einen dieser N3
OPRAs aus. Der so gewonnene randomisierte OPRA hat erwartete Schrittzahl héchstens 12n.

Nachteil: Die Konstruktion ist nicht-uniform. Wenn N gegeben ist, ist die Frage, welche der
N3 Algorithmen ausgewihlt werden sollen.

4.5 Derandomisierung

Es sei ein randomisierter Algorithmus gegeben. Derandomisierung bezeichnet den Vorgang, ihn
auf mechanische Weise in einen deterministischen Algorithmus umzuwandeln. Eine spezielle
Methode: die Potenzialmethode, diese umfasst zum Beispiel:

— die Methode des pessimistischen Schétzers
— die Methode der bedingten Wahrscheinlichkeiten

Wir hatten frither in der Vorlesung folgendes Beispiel:
Berechne eine unabhiingige Menge in einem ungerichteten Graphen G = (V, E), der Durch-
schnittsgrad dg., > 1 hat. Wir hatten gezeigt: Es gibt eine unabhingige Menge I mit
|| > m. Es seien gegeben die Wahrscheinlichkeiten p1, ..., p,, wihle Knoten ¢ mit Wahr-
scheinlichkeit p;.

E(Il=pi+-+pn— >, DD

e={i,j}€E
1
p1=p2=...=DPn=
" davg

Wihle als ,,Potenzialfunktion®

V(p1,.oopn) =p1+-+pn— Y. Pipj
e={i,j}€E
— V ist linear in jedem p;.

— V ist effizient auszurechnen!

Es gilt V(1,p2,...,pn) > V(p1,...,pn) oder V(0,p2,...,0n) > V(p1,-.-,0n)-

Deterministischer Algorithmus: Seien p1 = pj,...,p, = p), gewidhlt (z.B. p; = m)
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/./
[0 N pi [0 1]

Fori=1ton do
begin
if V(pla sy Pi—1, ]-apiJrla s ;pn) > V(plv s apiflaovpiJrla s ;pn)
then p; = 1 else p; = 0;
end;
I:={v |p;=1}.
Fiir jede Kante auf I entferne einen inzidenten Knoten aus 1.

Es gilt am Schluss V(p1,...,pn) > V(pi,...,p%). I enthélt mindestens V(p7,...,pl) > ﬁ
viele Knoten. Die Methode der Potenzialfunktionen funktioniert prinzipiell auch fiir Potenzi-
alfunktionen, die die Eigenschaft haben, dass fiir jedes p; das Maximum der Potenzialfunktion
entweder fiir p; = 0 oder fiir p; = 1 angenommen wird. Damit darf die Potenzialfunktion in
einem Parameter p; auch z.B. eine nach oben offene Parabel sein, nicht aber eine nach unten
offene Parabel.

/[O 1] \ [0 1]

Methode der bedingten Wahrscheinlichkeiten Diese ist ein Spezialfall der Methode der
Potenzialfunktionen. Als Potenzialfunktion wihlt man ndmlich (bedingte) Wahrscheinlichkeiten.
Angenommen, wir haben einen randomisierten Algorithmus, dessen Ablauf durch Parameter
P1,...,Pn beschrieben ist. Den Ablauf des Algorithmus stellen wir uns durch einen bin#ren
Baum beschrieben vor. Gestartet wird in der Wurzel. Wenn wir auf Ebene ¢ sind (Wurzel
auf Ebene 1), dann verzweigt der Algorithmus mit Wahrscheinlichkeit p; nach rechts, mit der
Wabhrscheinlichkeit 1 — p; nach links. An den Bléttern hat der Algorithmus entweder , Erfolg®
oder keinen Erfolg.

Mit P(p1,...,pn) kénnen wir nun die Wahrscheinlichkeit beschreiben, dass der Algorithmus an
einem Blatt ankommt, an dem er Erfolg hat. Aus dem Baum sehen wir:

P(pla"'vpn) =D P(laPQavpn)+(1_p1) P(Oap2a7pn)

Komplettes Hinschreiben der Formel fiir P wiirde iibrigens 2" Terme erfordern, man sieht aber
auch, dass sie in jeder Variable linear ist.
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Wenn man Parameter p1, ..., p, kennt, fiir die P(p1,...,pn) > 0 ist, dann kénnte man den ran-
domisierten Algorithmus durchfithren und héitte mit von Null verschiedener Wahrscheinlichkeit
Erfolg.
Angenommen, wir kénnten fiir alle py,...,p, auch noch die Wahrscheinlichkeit P(p1,...,pn)
effizient berechnen, dann kénnten wir auch auf effiziente deterministische Art und Weise ein
erfolgreiches Blatt finden:
for i=1to n do
if P(p1,.--,pi—1, L,pit1,--sPn) = P(P1,. -+, Pi=1,0,Pit1, -+, Pn)

then setze p; =1

else setze p; = 0.

Am Schluss ist der P-Wert mindestens so grofi wie zu Beginn. Wenn dieser zu Be-
ginn P(pi1,...,pn) groBer als 0 ist, dann ist am Schluss mit den verdnderten p; der Wert
P(p1,...,pn) > 0. Am Schluss befinden wir uns also an einem guten Blatt.

Wieso der Name ,,Methode der bedingten Wahrscheinlichkeiten“? Dieser rithrt im Prinzip da-
her, dass man (z.B.) die Wahrscheinlichkeit P(1,pa,...,p,) auch ansehen kann als , Erfolgs-
wahrscheinlichkeit, wenn man am rechten Kind der Wurzel startet®, was wiederum als bedingte
Wahrscheinlichkeit gelesen werden kann.

4.5.1 Methode des pessimistischen Schétzers

Falls die Versagenswahrscheinlichkeit P(p1,...,p,) nicht exakt berechenbar oder nicht linear
in allen p; ist, reicht es manchmal, eine obere Schranke fiir die Versagenswahrscheinlichkeit
P(p1,...,pn) < Q(p1,...,pn) zu berechnen, wobei @ linear in allen p; und effizient berechenbar
ist. Nun lassen sich die Verfahren wie bisher auf () anwenden.

Nun kommen wir zu Beispielen fiir die genannten Derandomisierungsmethoden.

Beispiel 1: (eigentlich unsinnig, weil greedy-Methode genauso gut) MAXCUT:

Wir wiirfeln (fiir alle ¢) Knoten ¢ mit Wahrscheinlichkeit p; in die Menge V; und mit Wahr-
scheinlichkeit 1—p; in die Menge V. Es sei nun v(p1,...,p,) die erwartete Anzahl an Kanten,
die zwischen V; und V5 verlaufen. Es gilt:

v(p1,. .., ) = Z pi(1 —pj) +p;j(1 —pi).
{i,j}€E
Zu Beginn withle p; = -+ = p,, = 1/2, dann ist v(p1, ..., pn) = | E|/2. v ist linear in jedem p; und
effizient zu berechnen. Wir verfahren also wie bei der Derandomisierung erkléirt und erhalten
am Schluss Werte p1,...,pn, € {0,1} mit v(p1,...,pn) > |E|/2. Mit V1 :={i € V | p; = 1}
haben wir also auf effiziente Weise eine Zerlegung berechnet, bei der mindestens |2£| viele Kanten
,kreuzend“ sind.

Beispiel 2: MAXSAT (bzw. MAX-k-SAT): Wir erinnern uns, dass die Variablenbelegung durch
randomisiertes Runden berechnet wurde.

e p; =...=p, =1/2, damit hat der randomisierte Algorithmus im Erwartungswert min-
destens (1 — 27F) - m viele Klauseln erfiillt, wobei m die Anzahl der Klauseln ist. (Alle
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Klauseln haben Linge k).

® p1,...,p, als Losung eines linearen Programms, damit hat der randomisierte Algorithmus
mindestens (1 — %) - opt viele Klauseln erfiillt, wobei opt der Losungswert des MAXSAT-
Problems ist.

Wir wollen nun die Derandomisierung auf das randomisierte Runden anwenden.

Dafiir sei v(p1,...,pn) die erwartete Anzahl an Klauseln, die beim randomisierten Runden mit
den Parametern pq, ..., p, erfiillt werden.

Beispielsweise gilt fiir die Klausel 21 Vz2 VT3, dass Prob(Klausel erfiillt) = 1 — (1 —p1)(1 —p2)ps.
Offensichtlich ist auch im allgemeinen Fall die Wahrscheinlichkeit linear in jeder Variablen und ef-
fizient berechenbar. Folglich ist auch v(p1, ..., pn) = Prob(Klausel 1 erfiillt) + - - - + Prob(Klausel
m erfiillt) linear in jeder Variablen und effizient berechenbar und die Derandomisierung liefert
uns pi,...,p} € {0,1} mit v(p},...,p;) > v(p1,...,pn) > (1 — 1) - opt.

Beispiel 3: (,Kuriosum*“: ,Manchmal kann man besser derandomisieren.*)

MAXSAT: gesucht ist eine Variablenbelegung, die mindestens die Hélfte aller Klauseln erfiillt.
Beh.: Entweder die Belegung ag = 0---0 oder a3 = 1---1 erfiillt die Hélfte aller Klauseln. Der
Grund: jede Klausel enthélt mindestens ein Literal und dieses Literal wird entweder durch ag
oder a; wahr gemacht. Bsp.: (x bedeutet, dass mit dieser Belegung die Klausel erfiillt ist):

0---0[1---1
Ci=xz1Vaa Va3 X
Co=x1 Va2 VT3 X X
C3=T1VT3VT3 X
? ?
Cn=...

Weil wir mindestens m Kreuze vorliegen haben, gibt es nach dem Schubfachprinzip mindestens
eine Spalte, die mindestens m/2 viele Kreuze hat.

Beispiel 4: Set Balancing: Gegeben ist eine n x n-Matrix A mit Eintrdgen aus {0,1}. Die
Aufgabe ist es, einen Vektor b € {—1,1}" zu finden, so dass ||A - b||oc moglichst klein wird. Wir
hatten bereits gezeigt, dass ein Vektor b mit ||A-b|| < vV 12nInn existiert. Wie derandomisiert
man das? Dazu sei E; das Ereignis, dass [(A - b);| > v 12nlnn ist. Bei dem Beweis, dass es ein
b mit der gewiinschten Eigenschaft gibt, hatten wir die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses F;
durch 2/n? nach oben abgeschétzt.

Uns interessierte die Versagenswahrscheinlichkeit Prob (E; U E; U --- U E,,), die wir nach oben
abgeschitzt haben durch Prob (Fy) + -+ -+ Prob (E,) < 2/n.

Da wir also nicht mit exakten Wahrscheinlichkeiten rechnen, sondern mit Abschétzungen, sind
wir im Prinzip bei der Methode des pessimistischen Schétzers.

Es sei hier erinnert, dass der randomisierte Algorithmus die by, ..., b, mit Wahrscheinlichkeit
1/2 auf —1 oder 1 wiirfelte. Man stelle die méglichen Variablenbelegungen durch einen Baum
dar, z.B.

b1 festlegen
O 1
/ \

O O by festlegen
VRN VRN
O O O [ X

-1

Knoten legen also die Variablenbelegung partiell fest, z.B. legt der im Baum mit a* bezeichnete
Knoten fest, dass by = by = 1 ist. Fiir einen Knoten a im Baum definieren wir Prob(F; | a) als die
Wahrscheinlichkeit, dass das Ereignis F; eintritt, nachdem die durch den Knoten a festgelegten
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Variablen wie vorgeschrieben fixiert sind. Als Potenzialfunktion fiir die Derandomisierung wahlen
wir nun v(a) := Y . Prob(E; | a).

Fiir die Wurzel w des gesamten Baumes wissen wir, dass v(w) < 2/n ist.

Fiir einen Blattknoten ¢ im Baum ist v(a) € {0,1}, wobei v(a) = 0 bedeutet, dass das Blatt gut
ist, das zugehorige b also die gewiinschte Eigenschaft hat.

4.34 Behauptung. v(a) ist effizient berechenbar.

Beweis: Wir zeigen, dass fiir jedes ¢ und jeden Knoten a die Wahrscheinlichkeit Prob (E; | a)
effizient berechenbar ist. Die Behauptung fiir v(a) ergibt sich daraus.

Wenn wir mit A; die i-te Zeile der Matrix bezeichnen, dann sei NN die Menge der Positionen
in A;, die den Wert 1 haben, also

Esist A; - b = EjeNN bj. Wenn der Knoten ¢ im Baum bedeutet, dass schon b1,...,b; zu
Konstanten festgelegt sind, dann kann man also das Produkt A; - b schreiben als

const + Z bj.

JENN und j>k

Das Ereignis E; tritt ein, wenn A;-b nicht in das Intervall [—v/12nInn, v12n Inn] fillt. Der Wert
von A; - b hdngt offensichtlich von der Anzahl Einsen unter den r := [{j | j > k und j € NN}
noch relevanten b-Positionen ab.

Aj; - b fillt offensichtlich genau dann in das Intervall [—v/12n1nn,v12n1nn], wenn die Anzahl
Einsen in ein Intervall [von,bis] fillt, wobei man von und bis dabei leicht ausrechnen kann.

Wie grof} ist also die Wahrscheinlichkeit dafiir? Die Wahrscheinlichkeit, dass genau & der Posi-
tionen 1 sind, ist offensichtlich (}) - (1/2)* - (1/2)"~*. Die Wahrscheinlichkeit, dass die Anzahl
Einsen in das Intervall [von, bis] fillt, ist also

k) \2 2 B k) \2
k=von k=von
und diese Summe ist effizient berechenbar, Prob (E; | a) ist dann die Komplementéarwahrschein-
lichkeit davon. g

Fiir die Wurzel w im Baum ist v(w) < 2/n. Weiterhin ist
1 1
Prob (E; | a) = EProb (B | ar) + EProb (Ei | ar),

wobei a; der linke und a, der rechte Nachfolgeknoten ist. Daraus ergibt sich

v(a) = ZProb (Bi|a) = % ~v(ay) + %v(ar).

Folglich gilt entweder v(a;) < v(a) oder v(a,) < v(a). Wenn wir also in der Wurzel w starten und
jeweils an den Nachfolgerknoten gehen, dessen v—Wert der kleinere der beiden ist, dann kommen
wir an einem Blatt b an, in dem 0

n

ist. Da in einem Blatt v(b) € {0,1} ist, heiBt dies hier: wv(b) = 0. Es gibt somit einen
deterministischen Algorithmus, der ein b berechnet mit |4 - b]|c < V12nlnn.

v(b) <v(w) <

Bemerkung: Ein offenes Forschungsproblem: Bekannt ist, dass ein b existiert mit |4 - b]|cc <
6+/n. Kann man das Argument derandomisieren?
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4.5.2 Reduktion des Wahrscheinlichkeitsraums

Wenn es ohnehin nur polynomiell viele Moglichkeiten gibt, die Zufallsbits zu wéhlen, so ist ein
Derandomisieren effizient moglich. Da der Wahrscheinlichkeitsraum dann nur polynomiell grofl
ist, kann man ihn mittels vollstéindiger Suche effizient durchsuchen und so die optimale Wahl der
Zufallsbits finden. Man lisst einfach den randomisierten Algorithmus A,qnq mit allen moglichen
Wahlen der Bits y; ...y, laufen und wiihlt das beste Ergebnis aus. (Dies ist zum Beispiel dann
der Fall, wenn m = O(logn) ist.)

Manchmal ist es mo6glich, auch einen exponentiell groflen Wahrscheinlichkeitsraum so zu redu-
zieren, dass man ihn effizient durchsuchen kann. Der besondere Vorteil dieser Methode liegt in
der einfachen Parallelisierbarkeit. Im Gegensatz zur Potenzialmethode miissen die Bits nicht
sequenziell bestimmt werden. Die Schliisselidee dazu ist es, statt der Unabhéingigkeit der Zu-
fallsbits nur noch k-fache Unabhéngigkeit zu fordern, wobei k eine geeignete natiirliche Zahl ist.
Diese schwéchere Forderung fiihrt im allgemeinen aber auch zu einer verschlechterten Giite des
daraus resultierenden Algorithmus. Man geht vom Original-Wahrscheinlichkeitsraum (2, P) zu
einem Wahrscheinlichkeitsraum (€', P’) iiber, in dem die Variablen nur k-fach unabhéingig sind
und die Verteilungsfunktion P’ eine Approximation an P darstellt.

Der Einfachheit halber beschiftigen wir uns in diesem Abschnitt nur mit Zufallsvariablen, deren
Belegung aus {0,1} ist.

4.35 Definition. Die Zufallsvariablen Xi,...,X,, € {0,1} heilen k-fach unabhingig,
wenn jede k—elementige Teilmenge der Zufallsvariablen unabhingig ist, wenn also fiir alle
1<i1<ig< -+ <ir<n und alle (ay,...,ax) € {0,1}* gilt, dass

Prob ((X“ y X1'2, “e- 7X7k) = (0,1, ceey ak)) = Prob (X“ = al) ---Prob (X7k = ak) ist.

Wieso kann es giinstiger sein, wenn man in einem randomisierten Algorithmus nicht mehr ei-
ne vollstdndige Unabhéingigkeit zwischen den Zufallsvariablen benétigt, sondern nur eine etwas
schwiéichere Unabhingigkeit? Um diese Frage zu beantworten, betrachten wir den (ganz extre-
men) Fall, dass der Algorithmus iiberhaupt keine Unabhiingigkeit zwischen den Zufallsvariablen
benétigt und nur ausnutzt, dass jede Zufallsvariable mit Wahrscheinlichkeit 1/2 den Wert 0 an-
nimmt. Eine solche Situation kénnte man erreichen, indem man mit Wahrscheinlichkeit 1/2 alle
Zufallsvariablen auf 1 setzt und sonst alle Zufallsvariablen auf 0 setzt. Fiir jede Zufallsvariable
gilt dann, dass die Wahrscheinlichkeit, den Wert 1 anzunehmen, genau 1/2 ist. Die Derando-
misierung eines solchen Algorithmus wére recht einfach, denn man miisste den Algorithmus nur
fiir zwei mogliche Belegungen ablaufen lassen, nédmlich fiir die Belegung (1,1,...,1) und fiir die
Belegung (0,0, ...,0).

Wir zeigen nun, wie man solche kleine Belegungsmengen, auch , kleine Wahrscheinlichkeitsrdume'
genannt, konstruieren kann, wenn die Zufallsvariablen k-fach unabhingig sein sollen. Um an-
schaulich zu bleiben, definieren wir einen (uniformen) Wahrscheinlichkeitsraum wie folgt:

¢

4.36 Definition. Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist eine Liste aq,...,ar von Vektoren, wobei
a; € {0,1}™ ist fir alles =1,...,7.

(Wir haben dabei in der Definition , Liste“ geschrieben, um zu betonen, dass die Vektoren nicht
alle verschieden sein miissen.)

Natiirlich kann man die ay,...,ar auch als T x n-Matrix darstellen.

Die Interpretation hinter dieser Definition ist die folgende: Wenn z.B. n=3 ist
und wir einen Wahrscheinlichkeitsraum aus 7=4 Vektoren gegeben haben, z.B.
(0,1,0),(1,0,0),(1,0,0),(1,1,0), dann wiirde man die Belegung der Zufallsvariablen wie
folgt auswiirfeln: Man wiirde einen der 4 Vektoren wihlen (jeden mit Wahrscheinlichkeit 1/4)
und die 3 Zufallsvariablen mit den Werten der entsprechenden Komponenten belegen. Z. B.
wére dann Prob (X; =0) = 1/4.
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Wenn wir n unabhéngige Zufallsvariablen benétigen, bei denen jede mit Wahrscheinlichkeit 1/2
den Wert 1 annimmt, dann kénnte man den Wahrscheinlichkeitsraum wéhlen, der aus allen 27
Vektoren aus {0,1}™ besteht. Dieser Wahrscheinlichkeitsraum hat exponentielle Grofle. Beim
Derandomisieren wiirde man 2™ mogliche Belegungen durchprobieren miissen.

Wir zeigen, dass es viel kleinere (polynomiell grofie) Wahrscheinlichkeitsriume gibt, wenn man
nur k-fache Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen benétigt.

4.37 Satz. Seien rationale Zahlen 0 < p1,...,pn < 1 gegeben. Die Zahl ¢ > n sei eine Prim-
zahlpotenz und k > 1. Dann gibt es einen Wahrscheinlichkeitsraum aus q* Vektoren, so dass die
zugehorigen Zufallsvariablen X1, ..., X, k-fach unabhdngig sind, und es gilt:

|Prob (X;=1)—p; | < 1/(2q) firalei=1,...,n.

Beweis: Wihle p; = [gp; — 1/2]/q. In Worten: Wir runden p; auf das néchste Vielfache von
1/q. Natiirlich gilt dann |p; — p;| < 1/(2q).
Da ¢ eine Primzahlpotenz ist, gibt es einen Korper aus ¢ Elementen, F, = {ki,...,k;}. Wir
zeichnen n Elemente f1,..., f, aus dem Korper aus, z.B. kann man f; = k; wahlen fiir ¢ =
1,...,n. (Am einfachsten ist es hier vielleicht sogar, sich ¢ als Primzahl vorzustellen, weil dann
F, = Z; ist und in diesem Ké&rper kann man mit den iiblichen Modulo-Operationen rechnen.
Dann wiren z.B. auch f, =0,..., f, =n—1.)
Fiir alle ¢+ = 1,...,n wihle man eine beliebige Teilmenge A; C F, aus, deren Kardinalitét
[qp; — 1/2] ist. Dann gilt |A;|/q = pl.
Es gibt ¢* viele Polynome vom Grad héchstens k—1, deren Koeffizienten aus F, sind, wir be-
zeichnen diese Polynome mit #1,..., 2.
Wir definieren die Vektoren a; des Wahrscheinlichkeitsraums wie folgt:
= { 1, falls ti(fj) € Aj,

“7 771 0 sonst.
Man kann dies auch so interpretieren, dass man eines der qk Polynome ¢y +cix+---+cp_1x
auswiirfelt und anschlieend die Belegung der Zufallsvariablen festgelegt ist. Entsprechend sollte
sofort klar sein, dass fiir ein Element f; und zwei beliebige Elemente x # y aus dem Korper gilt,
dass

k—1

Prob (t;(f;) = z) = Prob (;(f;) = )

ist. (Dies liegt daran, dass das co-Element jedes Korperelement mit der gleichen Wahrschein-
lichkeit annimmt.) Somit ist die Wahrscheinlichkeit, dass X; = 1 ist, genau |A4;|/q = p.

Zu zeigen bleibt nun noch, dass je k Zufallsvariablen, die durch diesen Wahrscheinlichkeitsraum
definiert sind, unabhéingig sind. O.B.d.A. betrachten wir die Zufallsvariablen X1,..., X;. Wie
grof ist die Wahrscheinlichkeit Prob ((Xy,...,X%) = (a1,...,ax)) 7

Da alle Polynome Grad k — 1 haben, sind sie durch Festlegung des Funktionswertes an k Stellen
eindeutig festgelegt. Betrachten wir beispielhaft die Wahrscheinlichkeit, dass (X1,...,Xg) =
(1,...,1) ist.

Es gibt |A4|---|Ag| viele Polynome ¢, fiir die fur alle j = 1,...,k der Wert ¢(f;) € A; ist, somit
ist

_ A AR A AR

Prob ((Xi,..., X)) =(1,...,1)) k

q q q
was zu zeigen war. Es ist klar, dass eine dhnliche Rechnung gilt, wenn (aq,...,ax) # (1,...,1)
ist - dort muss man einfach, wenn ein a; Null ist, die Menge A; durch die Komplementmenge
F,\ A; ersetzen. O

Beispiel fiir einen kleinen Wahrscheinlichkeitsraum Fiir unser Beispiel wahlen wir ¢ =
n = 7 sowie k = 2 und haben dann mit 49 Polynomen zu tun, ndmlich den Polynomen t; =
04+0-x,to =0+1-2,...,t49 = 6 +6-z. AuBlerdem wihlen wir f; = 0,..., fr = 6 und alle
A; :={4,5,6}. Damit erreichen wir, dass Prob (X; = 1) = 3/7 = 21/49 ist fiir alle i.
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Z.B. erhalten wir t1(f1) = 0,...,¢1(f7) = 0 und somit als ersten Vektor des Wahrschein-
lichkeitsraums den Vektor (0,0,0,0,0,0,0). Da t2(f1) = 0,t2(f2) = 1,...,t2(f7) = 6 und
tg(fl) = 0, t3(f2) = 27 tg(fg) = 4, t3(f4) = 67 ey t3(f7) = 57 ist der zweite Vektor (0, 0, 07 0, ]., ]., 1)
und der dritte (0,0,1,1,0,0,1). Wenn man so fortfihrt, erhdlt man die 49 Vektoren

0000000 0100101 0001110 1100100 1001100
0000111 0101001 0000000 1001010 1100001
0011001 0110010 0111000 1010100 1111111
0010101 0011100 0100110 1001001 1000011
0101010 0000000 0101010 1000011 1001001
0100110 0011100 0010101 1111111 1010100
0111000 0110010 0011001 1100001 1001010
0000000 0101001 0000111 1001100 1100100
0001110 0100101 1111111 1010010 1110000
0010011 0010011 1110000 1010010

(Wie man sieht, kommen manche Vektoren mehrfach vor.) Man iiberzeuge sich, dass in je-
der Position (iiber alle Vektoren betrachtet) genau 21 Einsen vorkommen. Dies heifit, dass
Prob (X; =1) = 21/49 ist. Man iiberzeuge sich auch, dass fiir jedes Paar i # j von Posi-
tionen gilt, dass die Wahrscheinlichkeit, ein Muster (0,0) in diesen Positionen zu sehen, gleich
28/49 - 28/49 = 16/49 ist, ein Muster (0,1) oder (1,0) zu sehen, gleich 21/49 - 28/49 = 12/49
ist und die Wahrscheinlichkeit, das Muster (1,1) zu sehen, gleich 21/49 - 21/49 = 9/49 ist. Dies
entspricht der 2-fachen Unabhéngigkeit.

(Beispielsweise haben fiir ¢ = 1,7 = 2 genau 9 der 49 Vektoren in den ersten beiden Positionen
das Muster (1,1).)

4.6 Random Walks und Markovketten

Wir beginnen dieses Kapitel mit einem einleitenden Beispiel fiir einen random walk.

0 1 2 i n
Wir fithren die folgende Prozedur durch.
pos:=i;
repeat
if pos=0 then STOP;
else

if pos=n then pos:=n-1;
else mit Wahrscheinlichkeit je 1/2: pos:=pos+l; oder pos:=pos-1;
until false

Wie lange dauert es, bis dieser ,,Spaziergang® terminiert?

4.38 Definition. Sei F; die erwartete Anzahl an Schritten, die es dauert, bis Position 0 erreicht
wird, wenn wir in Position ¢ starten.

4.39 Satz. E; =i-(2n —1i). Beispiel: F1 =2n—1 und E,, = n2.

Beweis: By =0, B, =1+ E,_1 und E; = $E;_y + 3E;iy1 + 1 fir i € {1,...,n— 1}. Damit wir
diese Gleichungen aufstellen diirfen, miissten wir vorweg F; < oo nachweisen, aber diese kleine
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Nachlassigkeit gonnen wir uns hier. Wenn wir die letzte Gleichung umstellen, erhalten wir, dass
auch

1
(B; —Eiq) = §(Ei+1 - E;)+1

wahr ist. Mit der Abkiirzung D; := E;— FE;_1 wird daraus D;/2 = 1+ D;11/2bzw. D; = D;11+2.
Da D, = E, — E,_1 =1, ergibt sich

N | =

Dn:LDn—l :37Dn—2:57---aD1:2(n_1)+1'

Mit Hilfe der D;-Werte konnen wir nun die F;-Werte ausrechnen: Es ist

Di+Dy+---+D; = (BEy—FEy)+ (B2~ Er)+--+ (B — Ei_1)
= Bi+E+-+E—-E—-FE - —FE_;
- E,—E,=E,.
Alsoist B;=(2n— 1)+ (2n—3) +---=2ni— (1 +3+--+) = 2ni — 4. O

4.6.1 Markovketten

4.40 Definition. Eine endliche Markovkette ist ein stochastischer Prozess mit:
e diskreter Zeit,
e endlicher Zustandsmenge S = {1,...,n},

o Werten p;; fiir alle ¢,j € S, die die Wahrscheinlichkeiten fiir den Ubergang vom Zustand i
in den Zustand j angeben, zusammengefasst in der Matrix P = (p;;).

In dieser Vorlesung werden wir bis auf Weiteres nur endliche Markovketten behandeln,
daher meinen wir im folgenden mit ,,Markovkette* immer eine endliche Markovkette.

Die Matrix P hat aufgrund ihrer Definition die Eigenschaft, dass alle ihre Zeilensummen gleich
1 sind.

Die Matrix P ist zeitunabhéngig: Definiere Zufallsvariablen X;, die angeben, in welchem Zustand
sich die Markovkette zum Zeitpunkt ¢ befindet. Dann gilt:

PI‘Ob(Xt+1 Zj | X():?;(),Xl :il,...,XtZit:i)ZPrOb(Xt+1 2] | Xt:’L)pr

Diese Eigenschaft heifit auch Geddichtnislosigkeit.
Schliellich ben6tigen wir noch einen Startzustand bzw. eine Wahrscheinlichkeitsverteilung

¢ =(g”,....a"),
(©)

i

in Zustand ¢ starten. Ein wichtiger Spezialfall
ist der, bei dem genau ein Startzustand festgelegt ist, hierbei ist qgo) =1 fiir ein 4.
Die Verteilung zum Zeitpunkt ¢ = 1 ergibt sich als Matrix-Vektor-Multiplikation fiir Zeilenvek-

toren

die angibt, dass wir mit Wahrscheinlichkeit ¢

¢V =q9.p
und wegen der Gedéchtnislosigkeit gilt allgemein
¢ = ¢V . P also ¢ = ¢© . pt.

Wir definieren im folgenden einige wichtige Begriffe, die bei der Analyse von Markovketten von
Bedeutung sind:

95



4.41 Definition. Eine Zustandsiibergangsmatrix heifit doppelt stochastisch, wenn alle ihre
Spaltensummen gleich 1 sind.

Eine Verteilung 7 iiber S heifit stationir, wenn 7 - P = 7 gilt.

Mit dem Parameter rg.) bezeichnen wir die Wahrscheinlichkeit, dass bei Start in Zustand i der
Zustand j das ndchste Mal nach genau ¢ Schritten erreicht wird:

r) :=Prob(X; =j A (Vse[Lt-1]: X, #j)| Xo=1).

Mit dem Parameter f;; :== > rg.) bezeichnen wir die Wahrscheinlichkeit, bei Start in Zustand
t>1

1 irgendwann den Zustand j zu erreichen. Die Zahl f;; nennen wir auch , Riickkehrwahrschein-

lichkeit“.

() L f —
Fiir ¢ # j definieren wir h;; := tzzjlt ry falls fiy =1
00 falls fi; <1
Diese Zahl misst die erwartete Anzahl an Schritten, die es dauert, bis man in ¢ startend j zum
ersten Mal erreicht hat.
Vorsicht: Aus f;; = 1 folgt in der Regel nicht h;; < oo! h;; wird auch mittlere erste Besuchszeit
genannt.

Wie definiert man nun h;;? In der Literatur wird h;; fiir den Fall ¢ = j genau so definiert wie
oben im Fall ¢ # j. Dies hat aber einen Nachteil, den ich hier beschreiben méochte.
Wenn man von einem Zustand ¢ in mehreren Schritten zu einem Zustand j geht, so beginnt
dieser Weg mit einem ersten Schritt, zum Beispiel entlang einer Kante von ¢ zu einem Zustand k.
Daher kann man fiir die erwartete Schrittzahl h;; von Zustand ¢ nach Zustand j eine Gleichung
der Form
hij =1+ Z Dik - Pij
k Zustand

aufstellen. (Die 1 misst dabei den ersten Schritt.)
Fiir die Giiltigkeit dieser Gleichung braucht man dabei aber, dass hj; = 0 ist, denn wenn man
im ersten Schritt von Knoten i zu Knoten k = j geht, dann ist man schon am Ziel und muss
nicht erst noch von Knoten j wieder zu Knoten j zuriickkehren. Aus diesem Grund definieren
wir hj; := 0 und

St falls fi =1

hi =< t>1
00 falls fi; <1

also genau so, wie es fiir den Fall ¢ # j war.
Ein Zustand 7 heifit transient, wenn f;; < 1 ist und persistent sonst.
Ein Zustand ¢ heifit ergodisch, wenn A}; < oco.

Wir wollen nun die Periodizitét eines Zustandes ¢ definieren. Leider gibt es in der Literatur ver-
schiedene Definitionen, die aber fiir die meisten Markovketten zusammenfallen. Wir entscheiden
uns hier fiir eine dieser Definitionen.

Wenn man den Zustand 4 als Startpunkt wiihlt, so sei T'(i) die Menge aller Zeitpunkte, zu denen
sich die Markovkette mit Wahrscheinlichkeit grofler 0 in Zustand ¢ aufhalten kann. Formaler:
Sei die Startverteilung ¢(*) gleich dem i-ten Einheitsvektor. Dann sei

T(i) = {t | ¢\” > 0}.

96



Die Periodizitit des Zustands ¢ ist nun der grofite gemeinsame Teiler aller Zahlen in T'(4).
Ein Zustand 7 heif3t aperiodisch, wenn seine Periodizitit gleich 1 ist.
FEine Markovkette heifit aperiodisch, wenn alle ihre Zusténde aperiodisch sind.

Eine Markovkette wird kanonisch durch einen Zustandsiibergangsgraphen dargestellt, bei dem
die Knoten den Zustinden entsprechen und Kanten mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten be-
schriftet sind. Dabei werden Kanten mit der Wahrscheinlichkeit 0 weggelassen.

Eine Markovkette heiflt irreduzibel, wenn alle Zusténde in derselben starken Zusammenhangs-
komponente des Zustandsiibergangsgraphen liegen.

4.42 Beispiel. Die Periodizidiit des Zustands A in der folgenden Markovkette ist 2, da T(A) =
{0,2,4,6,...} ist.

4.43 Satz (Fundamentales Theorem iiber Markovketten).
Fiir eine irreduzible, aperiodische Markovkette mit Zustandsmenge S gilt:

1. Alle Zustdnde ¢ der Markovkette sind ergodisch, haben also eine endliche erwar-
tete Riickkehrzeit h;.

2. Es existiert eine eindeutige stationire Verteilung 7 = (71,...,7,) mit m; > 0
fiir alle Zusténde .

3. Fiir alle Zusténde i gilt h}; = (m;)~ L.

4. Fiir alle Zustéinde ¢ gilt: Wenn N (i,t) die erwartete Anzahl der Besuche von
Zustand ¢ in ¢t aufeinander folgenden Schritten bezeichnet, dann ist

lim M = 7.
t—o0 t

Dieses fundamentale Theorem werden wir in der Vorlesung zwar benutzen, aber nicht beweisen.

4.44 Lemma. Fir eine irreduzible, aperiodische Markovkette mit doppelt stochastischer Zu-
standstibergangsmatriz gilt: Ihre (eindeutige) stationdre Verteilung ist die Gleichverteilung auf
der Zustandsmenge S.

Beweis: Sei n := |S|. Es reicht, zu zeigen, dass fiir 7 = (1/n,...,1/n) gilt, dass 7 - P = 7 ist,
die Eindeutigkeit folgt aus dem fundamentalen Theorem. Fiir jede Matrix P gilt

m-P=1/n)-(1,1,...,1)- P=(1/n) - (s1,...,8n),

wobei s; die i-te Spaltensumme ist. Bei einer doppelt stochastischen Zustandsiibergangsmatrix
ist s, =1 fiir alle 4, also 7 - P = (1/n,...,1/n). O
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4.6.2 Random Walks auf Graphen

Wenn G ein ungerichteter Graph ist, dann kann man, wie in der folgenden Definition beschrieben,
eine Markovkette definieren, die einen Random Walk auf G beschreibt.

4.45 Definition. Mit der Wahl von S :=V = {1,...,n} sowie

- { 0 {uv}¢E

1/grad(u) sonst

definiert der gegebene Graph eine Markovkette M (G).

Klar ist, dass M (G) genau dann irreduzibel ist, wenn G zusammenhéngend ist. Auflerdem gilt:
M (G) ist genau dann aperiodisch, wenn G nicht bipartit ist. Fiir den Graphen aus genau einem
Knoten ist dies trivial, fiir andere Graphen sieht man es wie folgt ein: Ist der Graph bipartit,
dann kann man immer nur zu geraden Zeitpunkten im Startzustand ¢ sein. Ist der Graph nicht
bipartit, dann enthélt er einen Kreis ungerader Lidnge. Somit kann man von jedem Zustand i
auf einem Weg ungerader Linge zu i zuriickkehren: Man steuere von 4 aus den Kreis an, dies
geschehe mit ¢t Kanten. Dann durchlaufe man den Kreis ungerader Lange einmal und kehre {iber
die t Kanten wieder zu ¢ zuriick. Die Gesamtzahl benutzer Kanten ist offensichtlich ungerade.
Andererseits gibt es vom Zustand i aus einen Weg der Linge 2 zum Zustand i zuriick: Da G
zusammenhédngend ist und mindestens zwei Knoten enthélt, kann man von 4 aus eine Kante
verlassen und iiber die gleiche Kante sofort zuriickkehren.

Damit ist der gréfite gemeinsame Teiler 1 und die Markovkette M (G) aperiodisch.

4.46 Beispiel. Wenn G ein d-regulidrer Graph ist, das heifit, jeder Knoten in G hat Grad
genau d, dann ist die Zustandsiibergangsmatrix der zugeordneten Markovkette M (G) doppelt
stochastisch.

4.47 Lemma. Sei G ein ungerichteter, zusammenhdngender Graph, der nicht bipartit ist.
Fiir die durch G gegebene Markovkette gilt: Es existiert eine eindeutige stationdre Verteilung
7w = (m1,...,m) und es gilt fir allev e V:

_ grad(v)

2|E|
v = ———= und h},
s 2E| un

v grad(v)
Beweis: Es reicht, m, = gr;lé(l”)
talen Theorem ergibt.

Da G zusammenhéngend ist, ist die Markovkette irreduzibel. Da G nicht bipartit ist, ist sie
auch aperiodisch. Die Existenz und Eindeutigkeit der stationéren Verteilung folgt aus dem
fundamentalen Theorem. Sei v € V. Wir bezeichnen im folgenden die Menge der Nachbarn von
v im Graphen als I'(v). Es gilt:

grad(u) 1 1 grad(v)
P’U: . v e n Pnv = w Puv = . = _—
(RP)o = T1-prot -+ Pr = D T 2 2(E|  grad(u) 2 2(E] 2/E|
ueV wel(v) u€el(v)

zu zeigen, da die Aussage fiir b}, sich dann aus dem fundamen-

O

In der Regel interessiert uns jedoch eher die erwartete Anzahl an Schritten, um von einem
Knoten u zu einem Knoten v # u zu gelangen. Wie das folgende Beispiel zeigt, ist diese Zahl im
Allgemeinen nicht symmetrisch, d.h. es gilt hyy 7 Ay
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In diesem Graph ist h,, > n — 1,aber h,, = 1.

(Der Graph ist zwar bipartit, aber die Zahlen h,, sind ja auch fiir beliebige Markovketten
wohldefiniert.)

Wir betrachten nun die so genannte commute-Zeit

Cuv = huv + hvu = Cvua

die offensichtlich symmetrisch ist.

4.48 Lemma. Sei G zusammenhdngend und nicht bipartit. Fiir die commute-Zeit des durch G
gegebenen Random Walks gilt:

V{u,v} € E: Cy <2|E|.

Beachte: Die Bedingung {u,v} € E ist wichtig in der Voraussetzung, da fiir Knoten u, v, zwischen
denen es keine Kante gibt, die Aussage nicht notwendigerweise gilt.

Beweis: Wir definieren zur Analyse eine neue Markovkette, deren Zustéinde angeben, welcher
Kante im Random Walk auf G zuletzt (und in welcher Richtung) gefolgt wurde: S enthilt fiir
jede Kante e = {u,v} € E die beiden Zusténde (u,v) und (v, u).

Ihre Zustandsiibergangsmatrix ) hat dann die Gestalt Qy v)(v,w) = Pow = 1/grad(v) und
Q(m,y)(v,w) =0 fiir Yy 7é v.

Wir zeigen zuniichst, dass @ doppelt stochastisch ist: Betrachte einen festen Zustand (v, w) der
neuen Markovkette. Die Spaltensumme der zugehorigen Spalte ist:

Z Q(m,y),(v,w) = Z Q(u,v),(v,w)

zeV,yel'(x) uel'(v)
- Y e
wiTio) grad(v)
d(v) - —
= grad(v) -
g grad(v)
= 1.

Damit hat die neue Markovkette nach Lemma 4.44 die Gleichverteilung als stationére Verteilung
7. Da wir 2|E| viele Zusténde vorliegen haben, ist also 7m(, ) = 1/(2|E]). Weiter gilt dann
nach dem fundamentalen Theorem h?ﬂﬂ)),(uw) = 1/my,» = 2|E|. Das fundamentale Theorem ist
anwendbar, da die neue Markovkette, wie man sich leicht iiberlegt, sowohl irreduzibel als auch
nicht bipartit ist, weil die urspriingliche Markovkette M (G) schon diese Eigenschaften hatte.
Mit h’(*mu)’ (v,10) misst man, wie lange es im Erwartungswert dauert, bis man, startend mit der
Kante v — u, wieder iiber die Kante v — u nach u gelangt. Wenn dieses Ereignis eingetreten
ist, dann ist auch folgendes Ereignis eingetreten:

Startend mit der Kante v — w ist man von w nach v gelaufen und dort von v wieder nach u
zuriick.

Da wir eine Markovkette vorliegen haben, ist die erwartete Zeit, von u nach v und von dort
wieder zu u zu gelangen, aber vollkommen unabhéngig davon, wie wir zu Beginn in den Knoten

u gelangt sind. Deshalb kénnen wir nun abschétzen:
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hu,v + hv,U < ?U,u),(v,u) = 2|E|

O
Manchmal interessiert uns nicht so sehr, wie lange es dauert, um von einem ausgezeichneten
Knoten zu einem anderen Knoten zu gelangen, sondern wir méchten wissen, wie lang es dauert,
bis man alle Knoten des Graphen mindestens einmal aufgesucht hat. Daher definieren wir nun
mit C,(G) die erwartete Anzahl an Schritten, die ein in u gestarteter random walk macht, bis
alle Knoten des Graphen G besucht sind. Die Uberdeckungszeit (,,Cover time*) des Graphen ist
dann definiert durch

C(G) = max Cy(G).

ueV

Hier eine Ubersicht iiber die Namen der Werte:

Parameter | englischer Ausdruck deutscher Ausdruck
U, vertex Knoten
P hitting time mittlere erste Besuchszeit
Cuv commute time (hy, o + hyw) | Riickkehrzeit (iiber v)
C(G) Cover time Uberdeckungszeit

Frage: Kann man die Werte systematisch berechnen?

Dies fithrt uns zu elektrischen Netzwerken. Wir interpretieren einen zusammenhingenden Gra-
phen G wie folgt als elektrisches Netzwerk:

Eine Kante im Graphen erhilt den Widerstand 1. (Wir benutzen hier keine Einheiten). Aus
dem Ohmschen Gesetz R = U/I folgt somit U = I. Es soll auflerdem die Kirchhoffregel gelten,
die besagt, dass die Summe der einflieBenden Strome gleich der der ausflieBenden Strome ist.
Wenn man einflieenden Strom negativ und ausflieBenden Strom positiv bewertet, ist die dazu
dquivalente Aussage, dass die Summe der Strome gleich 0 ist.

Die Spannung zwischen zwei Knoten ist gleich der Differenz der entsprechenden Potenziale. Zum
Netzwerk gehort auch, dass wir Stromquellen vorgeben. Dies geschieht so, dass wir in bestimmte
Knoten Strom einspeisen und an anderen Knoten Strom entnehmen. (Damit die Kirchhoffregeln
gelten konnen, muss die Gesamtsumme Null sein.)

Es stellen sich Potenziale und somit Strome und Spannungen im Netzwerk ein. Zwischen zwei
Knoten mit den Potenzialen p; und py fliet ein Strom der Groe |p2 — p1|. Um die Richtung
festzulegen, sagen wir, dass Strom immer vom grofleren zum kleineren Potenzial fliefit. Wir
iiberlegen nun, wie wir die Potenziale berechnen kénnen.

Zuerst legen wir willkiirlich fiir einen Knoten v dessen Potenzial als pot,, = 0 fest. (Dies entspricht
einer Erdung des Knotens v.)

Die anderen Gleichungen ergeben sich aus der Kirchhoffregel. Wenn wir mit S,, die Stromstérke
bezeichnen, die wir in Knoten u einspeisen, dann muss gelten:

Z (poty, — poty) = Sy.

z€Tl(u)

Dieses Gleichungssystem (mit der Bedingung pot, = 0) hat eine eindeutige Losung! Dass es
maximal eine Losung gibt, beweisen wir im Anhang. Dass es mindestens eine Losung gibt weif3
man ja aus der Elektrotechniki, denn es stellen sich ja immer bestimmte Spannungen und Stréome
ein.

Wir zeigen nun, dass wir die mittleren ersten Besuchszeiten mit Hilfe der Potenziale ausrechnen
konnen. Zunéchst brauchen wir eine Definition:

4.49 Definition. Der effektive Widerstand R, , ist der Betrag der Spannung, die sich zwischen
u und v einstellt, wenn wir in Knoten u den Strom 1 einspeisen und im Knoten v den Strom 1
entnehmen.
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4.50 Beispiel. Wir betrachten folgende Kette:

0 1 2 i n
[ o o o ®

Wenn wir in Knoten n den Strom 1 einspeisen und in Knoten 0 entnehmen, dann kann man sich
leicht iiberlegen, dass mit der Wahl von pot; = i die Kirchhoffregeln eingehalten sind und damit
der Betrag der Spannung zwischen Knoten 0 und Knoten n den Wert n hat.

Bei der Analyse der Uberdeckungszeiten Cu,» erweist es sich als niitzlich, auf bestimmte Art und
Weise in das zum Graphen G konstruierte Netzwerk Strome einzuspeisen und zu entnehmen.

4.51 Definition. Fiir einen Knoten v € V definieren wir zuniichst das Netzwerk N(G), das
sich aus G wie folgt ergibt:

e speise in jeden Knoten = # v den Strom d(z) ein.

e entnimm an Knoten v den Strom 2 - |E| — d(v).

Das Netzwerk N, (G) ist analog zu N,f(G) definiert, nur sind hier die Begriffe ,einspeisen“ und
yentnehmen® vertauscht.

4.52 Satz. Im Netzwerk N} (G) ergeben sich zwischen je zwei Knoten x # y Potenzialdifferenzen
@ivy = |poty — poty|. Fir alle w #v eV gilt:

N*
hu,v = (I)u,%

Beweis: Betrachte einen beliebigen Knoten u € V' mit u # v im Netzwerk N (G).

Wenn wy, wa, . . ., w, seine Nachbarn sind, dann gilt fiir v (nach Kirchhoff):
—d(u) + (poty, — poty, ) + (poty, — poty,) + -+ + (pot, — pot,,) = 0, also
—d(u) + poty, - d(u) — poty, — poty, — -+ — pot,,. = 0, also
d(u) + poty, + poty, + -+ + poty, = poty - d(u)

Indem wir durch d(u) teilen, erhalten wir

ot
pot, = 1+ Z p
zel( u)

Nun beachten wir, dass wir jede Zahl C schreiben kénnen als C' = Zmer(u) ﬁ - C. Daher
konnen wir die letzte Gleichung wie folgt umformen:

pot
pot, —pot, = (1— pot,) Z
a:EF(u

_ Z pot, + 1 — pot,

d(u) ’

z€el(u)
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und somit mit der Abkiirzung @, = pot, — poty:

1+ ®y
D, = E —_— .
’ d(u)
zel(u)

Betrachte nun, wie man die h,, , berechnen kann:

1
hu,v = Z m (1 + ha:,v) :

z€el(u)

Der Grund dafiir ist, dass ein random walk von u nach v mit einer Kante von u zu einem Nach-
barn x von u beginnt (und zwar mit der Wahrscheinlichkeit 1/d(u)) und von z nach v fortgesetzt
werden muss. ®, , und h, , sind beides Losungen des gleichen linearen Gleichungssystems. Da
dieses Gleichungssystem eine eindeutige Losung hat, folgt hy o = Py 0. O

4.53 Satz. Sei G zusammenhdngend. Dann gilt:
Vu,v € Viu#v:Cyuyp=2-|E| Ry

Beweis: Nach Definition ist Cy 4 = hy v + by, und wegen Satz 4.52 ist hy,, = ‘IMJLVU Hieraus
ergibt sich
hv,u = ‘1)1])\?71 = _q)qj)\{;; = (I)iv};)
Da sich Netzwerke (bzw. die Spannungen und Stréme in ihnen) additiv verhalten, gilt
hu,v + hv,u = q)i\/',z + q)uN:{)

Also folgt zuletzt C,, , = Potenzialdiffe{enz in (N} + N,) =Ry, -2-|E|. Damit dies gilt, muss
man sich nur noch iiberlegen, dass die Uberlagerung der beiden Netzwerke das ,,2|E|-fache® des
urspriinglich definierten Netzwerks ergibt. Dies ist aber relativ leicht nachzuvollziehen. O

4.54 Satz. Sei G ein zusammenhdingender Graph und u # v zwei Knoten aus G. Wenn dist(u,v)
die Linge eines kiirzesten Wegs von u nach v angibt, dann gilt:

Ry < dist(u,v) und somit Cy, , < 2|E| - dist(u,v).

Den Beweis wollen wir nur skizzieren: Wenn man nur einen Weg (der dann der kiirzeste wiire)
zwischen v und v hiitte, so wire der effektive Widerstand genau gleich der Linge des Weges, es
kann eventuell aber zusétzlich noch Strom von u nach v iiber andere Wege flielen, wodurch der
effektive Widerstand hochstens kleiner wird.

Mit diesen beiden Sétzen kann ein alternativer Beweis zum Lemma 4.48 erbracht werden: Wenn
u und v zwei Knoten sind, zwischen denen es eine Kante gibt, dann ist

Cuw <2-|E|.

Der Grund ist, dass die Existenz einer Kante zwischen v und v bedeutet, dass die Linge des
kiirzesten Weges zwischen den beiden genau 1 ist.
Auch erhilt man folgendes Korollar:

4.55 Satz (Korollar). Sei G zusammenhdingend. Dann ist fiir alle u # v:
a) Cup<2-(n—1)-|E|.
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b) Cyuop <nd.

Dabei folgt a) aus der Tatsache, dass in einem zusammenhéngenden Graphen der kiirzeste Weg
zwischen v und v Linge hochstens n—1 hat und b) folgt aus a) und der Tatsache |E| < n-(n—1)/2.
Wenden wir uns nun mit dem folgenden Satz den Uberdeckungszeiten zu.

4.56 Satz. Sei G ein zusammenhdngender Graph. Dann gilt C(G) < 2-|E|- (n —1).

Beweis: Sei T ein Spannbaum von G und u ein Knoten von G. Es gibt einen Durchlauf D
durch den Baum T, der in u startet und jede Kante genau zweimal benutzt, und zwar in jeder
Richtung einmal. (Beweisidee hierzu: Starte einen DFS-Durchlauf in w. Wenn DFS die Kante
(u,v) betrachtet, benutze diese Kante auch in D und wenn nach Abarbeitung des Knotens v
DFS zum Knoten u zuriickkehrt, benutze in D die Kante (v, u).)

Der Durchlauf hat 2n — 2 Kanten, sei er beschrieben durch die Knotenfolge u = vg — v1 — -+ —
Vop—o = u. Dann kénnen wir offensichtlich abschétzen:

2n—3

C(G) < Z hq)j,1)_j+1-

j=0
Da jede Kante von T in jeder Richtung genau einmal durchlaufen wird, kann man dies auch
schreiben als
Z (hu,w + hw,u) = Z Cu,w-
e={u,w}eT e={u,w}eT
Nach Lemma 4.48 gilt C,, ,, < 2|E| fiir {u, w} € E. Da fiir jedes betrachtete Knotenpaar {u, w}
in der obigen Summe die Bedingung {u,w} € E stets erfiillt ist, folgt

e={u,w}eT e={u,w}eT

Wir betrachten nun ein Beispiel:

4.57 Definition. Sei n gerade. Der Lollipop-Graph L,, mit n Knoten besteht aus einer n/2-
Clique und einer Kette aus n/2 Knoten, wie im folgenden Bild skizziert.

n/2-Clique

Wir wollen fiir die beiden eingezeichneten Knoten v und v die Werte h,, und h,, bestimmen.
Die Tatsache, dass h,, = ©(n?) ist, ergibt sich aus der Tatsache, dass wir fiir die Kette, die
wir in Satz 4.39 analysiert hatten, eine erwartete Laufzeit von ©(n?) bekommen haben. Dieses
Resultat iibertragt sich hier direkt, denn ein random walk, der in v startet und dann endet, wenn
er sich zum ersten Mal in u befindet, ,,bekommt nicht mit, ob sich jenseits des Knotens u noch
weitere Knoten befinden.

Wenn man h,, betrachtet, also in Knoten u startet, dann muss man anders argumentieren:
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Wir benutzen Satz 4.52 und entnehmen in Knoten v genau 2|E|—1 Stromeinheiten, speisen in die
Knoten zwischen u und v jeweils 2 Stromeinheiten ein und analysieren die Potenzialdifferenzen,
die sich einstellen. Der Einfachheit halber ,erden* wir v, setzen also pot, := 0.

Um besser iiber die Knoten reden zu kénnen, nummerieren wir sie von v aus gesehen durch und
bezeichnen mit vy den Knoten v, mit vy den linken Nachbar von vy und so weiter bis zum Knoten
U.

Offensichtlich muss wegen der am Knoten v geltenden Kirchhoffregel von v1 nach vy der Strom
2|E| — 1 flieBen, also muss v1 das Potenzial 2|E| — 1 haben.

Da in v; genau 2 Einheiten von auflen eingespeist werden, muss von vs nach v; Strom 2|E| — 3
flieflen, somit hat ve das Potenzial 2|E| — 1 + 2|E| — 3. Entsprechend kann man fiir Knoten v;
nachweisen, dass er Potenzial i - 2|E| =1 —3 —5 — .-+ =i - 2| E| — i® haben muss.

Da beim Lollipopgraphen |E| = ©(n?) ist und Knoten u der Knoten v/, ist, ergibt sich als
Potenzialdifferenz zwischen u und v ein Wert der GroéBenordnung ©(n?).

Daraus ergibt sich natiirlich auch C(L,,) = Q(n?). Da wir schon C(G) < n? fiir beliebige zusam-
menhéngende Graphen G gezeigt hatten, ergibt sich insgesamt:

Die Schranke aus Satz 4.56 ist also fiir L,, asymptotisch optimal.

4.58 Beispiel. Andererseits ist Satz 4.56 unprizise fiir den vollstindigen Graphen K,,. Er liefert
eine Schranke von C(K,) = O(n?), man kann aber auch eine Schranke von ©(nlogn) zeigen.
Dies wollen wir nun tun:

4.59 Behauptung. C(K,) = O(nlogn).

Beweis: (Skizze) Schreibe fiir einen konkreten Random Walk die Reihenfolge der besuchten
Knoten auf.

[1[4]5]1[3[5]7]...]

Markiere die Knoten, die man zum ersten Mal sieht:

[1[a]5]1[3[5[7]. ]

Sei X; die Anzahl der Schritte zwischen der i-ten und der (i 4+ 1)-ten Markierung. In diesem
Beispiel gilt X; =1, X, =1, X3 = 2, usw.

Auf vollstéindigen Graphen wihlt man beim Random Walk als Nachfolgerknoten einen Knoten
aus n — 1 Knoten. Daher gilt:

Prob (es wird ein neuer Knoten besucht, wenn man schon 7 Knoten gesehen hat) = Z: i .
Also ist E[X;] = Z—:} Mit diesen Zufallsvariablen X; kénnen wir schreiben:
C(K,) = E][# Schritte, um alle Knoten zu sehen]

= EXi1+Xo+ -+ Xpn_1]
n—1

- Yeix
i=1
n—1
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Dies ist eine Formel, die wir schon einmal beim Coupon Collector Problem gesehen haben. Dort
haben wir gesehen, dass gilt:

n—1

-1
Z Z — = (n—1)Hp,_1 = O(nlogn).
i=1

O

Das Problem, alle Knoten zu sehen, ist iiberhaupt dem Coupon Collector Problem sehr dhnlich;
der Unterschied besteht allerdings darin, dass man das gleiche Element nicht sofort noch einmal
wéihlen darf.

Im Beispiel des vollstindigen Graphen klafft eine groie Liicke zwischen der Schranke O(n?) und
dem tatsiichlichen Wert ©(nlogn). Es gibt jedoch auch bessere allgemeine Schranken. Um diese
beschreiben zu kénnen, benotigen wir folgende Definition:

4.60 Definition. R(G) = max R, , ist der ,Widerstand des Graphen G*.

uFv

Wir betrachten zunéchst ein Beispiel:

4.61 Beispiel. Der vollstdndige Graph K, hat den Widerstand R(K,,) = 2/n.

Beweis: Wir betrachten ein beliebiges Knotenpaar uw # v aus K,. Um Ry, zu bestimmen,
miissen wir in u eine Einheit einspeisen und in v eine Einheit entnehmen. Man kann relativ leicht
nachvollziehen, dass die folgenden Potenzialwerte eine zuldssige Losung ergeben: pot, = 2/n,
pot, = 0 sowie pot, = 1/n fiir alle z & {u,v}. Daraus ergibt sich Ry, = 2/n. O

4.62 Satz. Sei G ein zusammenhdngender Graph mit m Kanten und Widerstand R(G). Es gilt
m-R(G) < C(G) < 2-€*-m-R(G) -Inn+n,

hierbei ist e die Eulersche Konstante.

4.63 Beispiel. Da R(K,,) = 2/n fiir den vollstéindigen Graphen ist, wird die obere Schranke zu:

2
C(K,) <2 & % - -Inn +n = 0(nlogn).

Hier ist Satz 4.62 also wesentlich besser als Satz 4.56.

Rechentechnischer Trick als Hilfe zum Beweis von Satz 4.62: Fiir alle natiirlichen Zahlen
1 >0 gilt:

C(GQ) < i+Prob (In einem Random Walk der Léinge < i werden nicht alle Knoten besucht)-C(G)

Beweis: (Skizze) Alle Random Walks der Linge < i, die alle Knoten besuchen, tragen zum
Erwartungswert C(G) einen Wert < 4 bei. Wenn man in den ersten ¢ Schritten nicht alle Knoten
gesehen hat, ist die erwartete Anzahl an Schritten, um danach die fehlenden Knoten zu sehen,
<C(@). |
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Beweis: (Satz 4.62, untere Schranke) Wéhle v und v so, dass R(G) = R, v, also die zwei Knoten,
die die Spannungsdifferenz maximieren. Da man in R, , den Betrag der Spannungsdifferenz
betrachtet, gilt R, , = R,,. Wir kénnen daher u und v so wéhlen, dass 0.B.d.A. hy y > Ay
gilt.

Nach Definition ist C(G) = max, C,(G). Andererseits ist C,(G) > hy,, da man bei einem
erfolgreichen Durchlauf des Graphen ab dem Knoten u auch einen Pfad von u nach v durchlaufen
hat. Wir brauchen also nur noch h,,, abzuschitzen, dies tun wir wie folgt:

Wir wissen:

a) Cyp =2mR, . (Satz 4.53)
b) Cu,v - hu,v + hv,u- (Nach Deﬁnition.)
¢) Cup < 2hy . (Wegen b) und hy, > hyy).

Aus a) und c) folgt hy, > m- Ry, =m - R(G).
]

Beweis: (Satz 4.62, obere Schranke) Wéhle einen beliebigen Knoten v fest. Betrachte den
Random Walk der Linge 2-e®-m- R(G), den man in einem Knoten x # v startet. Die erwartete
Zeit, um von x nach v zu gelangen, ist

hm,v S Or,v =2-m- Rm,v(G) S 2-m- R(G)
Hier betrachten wir einen Random Walk, der um den Faktor e® linger ist, und nach Markov
ergibt sich
1
Prob (Knoten v wird dabei nicht besucht) < —.
e

Betrachte nun einen Random Walk, der in z startet und der die Linge 2- €3 -m - R(G) - Inn hat.
Unterteile ihn in so genannte Epochen, und zwar in Inn Epochen der Linge 2 - e® - m - R(G).

| ——
Inn Epochen
Damit v insgesamt nicht besucht wird, muss gelten, dass v in allen Inn Epochen nicht besucht

wird.

Inn
1 1
Prob (in einem solchen Random Walk wird v nicht besucht) < <—3> = =mn = -
e e’ n
o L . . 1 1
= Prob (es gibt einen Knoten, der in diesem Random Walk nicht besucht wird) <n.-— = —.
n n

Hier verwenden wir jetzt den Rechentechnischen Trick mit i = 2-e%-m - R(G) - Inn:
C(G)<2-e*-m-R(G)-Inn + Prob (es werden nicht alle Knoten gesehen) - C(G)
c(G)<2-é -m-R(G)-lnn—F% -C(G)

Mit der groben Abschiitzung aus der letzten Vorlesung: C(G) < n? folgt
C(G)<2-€*-m-R(G) -Inn+n.
O

Satz 4.62 liefert eine effiziente Methode, um C(G) abzuschétzen, R(G) lisst sich durch Losen von
Gleichungssystemen ermitteln.

Satz 4.56 Satz 4.62
vollstéindiger Graph | ungenau genau
Lollipop-Graph genau ungenau (Faktor logn)
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Frage: Wenn man zusiitzliche Kanten einfiigt, verringert sich die Uberdeckungszeit C(G)?
Entgegen der Intuition lautet die Antwort: Nein.
Gegenbeispiel:

C(Kette) = O(n?)

C(L,) = ©(n?)

Der Lollipop-Graph entsteht aus einer Kette mit n Knoten durch Hinzufiigen von Kanten zur
n/2-Clique.

(Ubrigens gilt ein #hnlich iiberraschendes Resultat auch bei der Verkehrsplanung: Manchmal
lasst sich der Verkehrsfluss verbessern, indem man Straflen sperrt.)

Nun ein paar Fakten aus der Elektrotechnik, die wir hier nicht beweisen wollen, die sich aber auf
Random Walks iibertragen lassen:

Rayleighs Kurzschlussprinzip: FEffektive Widerstdnde erhchen sich nicht, wenn man
zwei Knoten kurzschlieft. Dabei werden zwei Knoten identifiziert, d.h. zu einem Knoten
verschmolzen. Alle Kanten, die vorher zu einem der beiden Knoten inzident waren, sind nun
inzident zum neuen Meta-Knoten.

4.64 Behauptung. Sei deg,i, der minimale Grad in einem Graphen G. Dann folgt R(G) >
1

def]?nin :

Beweis: Wihle Knoten v mit minimalem Grad. Schliefe alle v/ € V \ {v} kurz. Der
resultierende Graph G’ besteht nur noch aus zwei Knoten v, v* und degy,;, Kanten zwischen v
und dem Meta-Knoten v*.

Gl

Da die Kanten parallel geschaltet sind, gilt
1 1

B degmin

Rv,v" (G/)

4.7 Algorithmen fiir 2-SAT und 3-SAT

Wir stellen einen Algorithmus fiir 2-SAT vor, der eine polynomielle worst-case-erwartete
Laufzeit besitzt. Dariiber hinaus stellen wir zwei Algorithmen fiir 3-SAT mit erwarteter Laufzeit
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0(1.3334™) bzw. 0(1.3302™) vor. Zuniichst zum 2-SAT-Algorithmus:

Algorithmus A: Initialisiere die Belegung a := (0,0, ...,0).
FOR t=1TO oo DO {
IF a erfiilllend THEN STOP
ELSE {
Wiihle eine Klausel C, die unter der Belegung a nicht erfiillt ist, 0.B.d.A. sei C' = 1 V.
Wiihle i € {1,2} so, dass Prob (i = 1) = 1/2 ist, und flippe Bit a;.

4.65 Behauptung. Gegeben sei eine 2-SAT-Instanz. Wenn eine erfiillende Belegung existiert,
dann findet Algorithmus A in erwarteter Schrittzahl O(n?) eine erfiillende Belegung.

Beweis: Bezeichne mit H(a,b) := | {i | a; # b;} | die Hammingdistanz zwischen zwei Vektoren a
und b. Wéhle eine erfiillende Belegung a* (diese ist im allgemeinen nicht eindeutig) und betrachte
den Verlauf von H(a,a*) als Random Walk.

Wenn ein Bit geflippt wird, so vergréfiert sich die Hammingdistanz zwischen a und a* entweder
um 1, oder sie verringert sich um 1. Nach Wahl der Klausel im Algorithmus ist a; = as = 0.
Wir betrachten die moglichen Félle: Wenn af = 1 und a3 = 0 ist, dann verringert sich H (a, a*)
mit Wahrscheinlichkeit 1/2, ebenso, wenn aj = 0 und aj = 1 ist. Wenn aj = aj = 1 ist, dann
verringert sich die Hammingdistanz sogar mit Wahrscheinlichkeit 1. Wir erinnern uns an den
Random Walk, den wir zu Beginn von Abschnitt 4.6 analysiert haben und erhalten, dass die
erwartete Anzahl an Schritten, um zu Position 0 zu gelangen, hochstens n? ist. O

Wenn wir nicht voraussetzen, dass es eine erfiillende Belegung gibt, sondern entscheiden wollen,
ob es eine erfiillende Belegung gibt, kénnen wir den Algorithmus folgendermafien modifizieren:

Algorithmus B: Ersetze ,,00 in Algorithmus A durch ,,2n?“ und nach Ablauf der FOR-Schleife
gib aus ,es gibt (vermutlich) keine erfiillende Belegung.*

Angenommen, es existiert eine erfiillende Belegung, dann sei X die Zufallsvariable, die die An-
zahl der Schritte angibt, bis eine erfiillende Belegung gefunden wird. Es gilt nach Markov
Prob (X > 2-E[X]) < 1/2. Also ist die Wahrscheinlichkeit, dass Algorithmus B eine erfiillende
Belegung findet, mindestens 1/2. Da Algorithmus B einen einseitigen Fehler hat, kann dieser
mit den {iblichen Methoden verringert werden.

Nun kommen wir zu einem 3-SAT-Algorithmus aus dem Jahr 1999 mit einer erwarteten Laufzeit
von O(1.3334™). Zuerst definieren wir den Begriff der Entropie: Fiir 0 < o < 1 sei

H(a) :=—a-loga— (1 —a)-log(l — a).

Anmerkungen:

a) Eigentlich ist log0O nicht definiert, aber aus Stetigkeitsgriinden definiert man
H(0)=H(1)=0.

b) Es gilt 277(®) = q® . (1 — )~

Wir werden die Entropie benutzen, um Binomialkoeffizienten geeignet abzuschéitzen. Insbeson-
dere verwenden wir die Abschitzung aus dem folgenden Satz, wobei wir bemerken wollen, dass
es sogar genauere Abschitzungen gibt.

4.66 Satz. Fiir alle 0 < k <n gilt A - 2H*/mm < (1) < 2HKk/m)m,
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Beweis: Die Fille k = 0 und k = n sind trivial. Sei nun k € {1,...,n— 1} und p := k/n. Wir
werfen eine Miinze, die mit Wahrscheinlichkeit p eine 1 liefert. f(i) sei die Wahrscheinlichkeit,
bei n solchen Miinzwiirfen genau ¢ Einsen zu bekommen, d.h. f(i) = (7) p'(1 — p)"~* und
Yoo f(i) = 1. Wir zeigen nun, dass f(k) maximal ist, also f(k) = maxo<i<, f(i) ist. Wir
weisen dies nach, indem wir uns die Quotienten aus ,,benachbarten* f(i)-Werten anschauen:

fa+1)  (E) o p T e

Dieser Quotient ist eine monoton in 4 fallende Funktion. Weiterhin gilt:

f(k+1) _ p 'n—k: k/n _n—k: k < 1 sowie
f(k) 1-p k+1 m-=-k)/n kE+1 k+1

f(k) _ Ek _n—k+1:n—k+1>1

fE=1) =k k neoko

Also ist f(k) maximal.

Aus Y7 ) f(i) = 1 und der Maximalitit von f(k) folgt >, f(k) > 1. Also ist f(k) > —5 und
f(k) < 1. Wir stellen f(k) anders dar:

= ()

Aus 1/(n+1) < f(k) <1 folgt nun:

Y o L gntmin g (™) < oHGB/mn
k) “n+1 k) —

O
Wir stellen nun den 3-SAT-Algorithmus RandomWalk vor. Sei a eine initiale Variablenbelegung.

Algorithmus RandomWalk (a)
DO 3n + 1 times {
IF a erfiillend THEN STOP
ELSE {
Wiihle eine Klausel C, die unter der Belegung a
nicht erfiillt ist, 0.B.d.A. sei C = x1 V 22 V x3.
Wihle i € {1,2,3} gemif der Gleichverteilung und flippe a;.
}
}

output: Es gibt (vermutlich) keine erfiillende Belegung.

Wir beweisen zunéchst folgende Aussage:

4.67 Satz. Seia € {0,1}" und a* eine erfillende Belegung. Dann gilt:
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Prob (RandomWalk(a) findet eine erfillende Belegung) >

1 1 d(a,a™)
“3n+1\2 ’

wenn d(v,w) die Hammingdistanz zweier Vektoren v und w bezeichnet.

Beweis: Wir betrachten den Verlauf der Hammingdistanz d(a, a*). Mit der gleichen Begriindung
wie bei der Analyse des 2-SAT Algorithmus verringert sich diese in jedem Schritt mit einer
Wahrscheinlichkeit von mindestens 1/3. Mit der Sichtweise , Hammingdistanz um 1 verringern®
entspricht ,,Schritt nach links* und ,,Hammingdistanz um 1 vergréofern entspricht ,,Schritt nach
rechts® erhalten wir, wenn wir auch j := d(a, a*) abkiirzen:

Prob (in 3n Schritten wird eine erfiillende Belegung gefunden)
> Prob (in 35 Schritten wird eine erfiillende Belegung gefunden)
>
Prob (bei 3j Schritten werden mind. 25 Schritte nach links und héchstens j nach rechts gemacht)

- @) (3)2j (g)j

> H(2/3)-3
- 3] +1
2 3739 j
_ 2/3 / 1 J
3] +1 2
_ L oHemsy [2 H(z/:ﬂ L)’
37 +1 2
1 (1Y
3+ 1\2
1 1\’
> _
— 3n+11\2

O

Man beachte iibrigens, dass die erfiillende Belegung, die der Algorithmus in der Aussage des
Satzes findet, nicht unbedingt die Belegung a* sein muss.

Als Korollar erhalten wir iibrigens aus dem Satz, dass der Algorithmus ,,RandomWalk(00 - - - 0);
RandomWalk(11 - --1);* mit Wahrscheinlichkeit mindestens

n/2
L (1) Zopaem
3n+1 2

eine erfiillende Belegung findet, da a* entweder zum Einsvektor 11---1 oder zum Nullvek-
tor 00---0 einen durch n/2 beschrinkten Hammingabstand hat. Mit dem iiblichen Argument
bekéime man einen 3SAT-Algorithmus mit erwarteter Laufzeit O(1.42™). Wir gehen aber intel-
ligenter* vor und wiirfeln das initiale a nach der Gleichverteilung aus.

Der gesamte Algorithmus RW sieht wie folgt aus:

Algorithmus RW: Wihle gemifl Gleichverteilung a € {0,1}™ und starte RandomWalk(a).

Zur Analyse von RW definiere zunéchst die Zufallsvariable X; := d(a;, a}). Diese ist 1, wenn sich
(das gewiirfelte) a und a* in der i-ten Stelle unterscheiden und 0 sonst. Man kann nun

dla,a*)=X1+- -+ X,
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schreiben. Wie grof} ist die Erfolgswahrscheinlichkeit Pgrfolg dass Algorithmus RW eine erfiillen-
de Belegung findet? Es ist

1 1 H(a,a™)
Prrfolg 2 Z Prob (a gewiirfelt) - 3 . <§)

a€{0,1}n n+1
1 1 d(a,a™)
T Bn+l Z Prob (a gewiirfelt) - <§)

ac{0,1}"

d(a,a™)
1
- (L
3n+1 [(2) ]
1 Xi++Xn
5 .

Schlieflich gilt B[(2) "] = B[(3)"] - B[(})"], da B[X V] = B[X] - B[] fir
unabhéngige Zufallsvariablen X und Y gilt. Hier sind die X; und somit die (%)X unabhéngig.

()]~ (3) +am-(3) o
(Man beachte iibrigens wieder einmal, dass nicht E [(%)Xﬂ — (1/2)BXi] i)

Insgesamt haben wir erhalten:

Da X; € {0,1}, ist E

1 n
PErfolg > 3n+ 1 ~(3/4)™

Mit dem {iblichen Argument erhalten wir also einen randomisierten 3-SAT-Algorithmus mit
erwarteter Laufzeit (4/3)™ - poly(n).

Nun kommen wir zu einer Verbesserung: Bei der Initialisierung ignorieren wir ja bislang die
Klauseln vollig. Falls beispielsweise C' = x1 V x2 V x3 ist, dann werden mit Wahrscheinlichkeit
1/8 alle drei Variablen auf Null gesetzt. Kann man das nicht vermeiden?

Die prinzipielle Idee besteht darin, die Variablen in Dreiergruppen (entsprechend den Klauseln)
auszuwiirfeln und dabei zu vermeiden, alle drei gleichzeitig auf Null zu setzen. Das Problem
dabei ist aber, dass Klauseln Variablen gemeinsam haben kénnen und es daher Uberlappungen
zwischen den Dreiergruppen gibt. Wir kénnen aber versuchen, moglichst viele unabhingige
Dreiergruppen zu finden. Dies fiihrt zu folgender Definition:

4.68 Definition. Zwei Klauseln heiflen unabhdngig, wenn sie keine Variablen gemeinsam haben.

Beispiel: 1 Vx5 VT5 und 23 V x4 V x5 sind nicht unabhingig.

Wir starten unseren neuen Algorithmus zunéichst damit, dass wir eine (inklusions-)maximale
Menge unabhingiger Klauseln berechnen. Wenn wir eine Menge M von Klauseln als Eingabe
fiir das 3-SAT-Problem gegeben haben, dann heifit eine Teilmenge T C M der Klauseln maximal
unabhiingig, wenn je zwei von ihnen unabhéngig sind und wir keine Klausel aus M \ T zu T
hinzufiigen kénnen, ohne diese Eigenschaft zu verletzen. Es sollte klar sein, dass man eine solche
maximale Menge von unabhingigen Klauseln greedy berechnen kann. Sei im folgenden m die
Anzahl der unabhéingigen Klauseln, die man gefunden hat. Nach geeigneter Umbenennung kann
man davon ausgehen, dass diese m Klauseln von der Form sind

Cl = X \Y i) V I3
Cy = z4VasVag
Ca = Zzm—2VT3m—1V T3m.
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Wir initialisieren die Variablen in den unabhingigen Klauseln (also x1,...,zss) anders als
vorhin, mit Hilfe einer parametrisierten Prozedur namens Ind-Clauses-Assign. Die Parameter
P1, P2, p3 miissen dabei die Gleichung 3p; + 3p2 + ps = 1 erfiillen.

Ind-Clauses-Assign(p1, p2, p3)
Fiir jede Klausel C = z; V 2; Va2, € {C1,...,Cx} do:
Setze die drei Variablen mit Wahrscheinlichkeit:

p1 auf (0,0,1) pg auf (0,1,1) p3 auf (1,1,1)
p1 auf (0,1,0) po auf (1,1,0)
p1 auf (1,0,0) po auf (1,0,1)

Unser neuer Algorithmus, nennen wir ihn RW*, sieht wie folgt aus, die Parameter pi,ps, ps
wéhlen wir dabei erst spéter:

Algorithmus RW*(p1, p2, p3)
Ind-Clauses-Assign(p1, p2, p3)
Initialisiere die iibrigen Variablen, also zsm41,...,2Tn, jeweils auf 0 bzw. 1, jeweils mit
Wahrscheinlichkeit 1/2.
Nun sind alle Variablen gesetzt, wir haben also eine Belegung a erhalten.
Starte RandomWalk(a).

Welche Erfolgswahrscheinlichkeit hat RW*(p1, p2, p3)? Wieder miissen wir E

1 d(a,a™)
) ana-

lysieren. Aber diesmal sind nicht alle Bits unabhéngig gewéhlt. Daher definiere:

X123 = d( (a17a27a3)5(a>{7a§aa§) )7

X6 = d( (a47a57a6)a(a17agaa2) )7 etc.
Damit ist dann
d(a,a*) = X123+ Xas6+ -+ Xzm-23m-13m + Xzmr1 + Xzmz + -+ Xy

und es ergibt sich:

> . _ 1,2,3 . _ 4,5,6 e — 3m—2,3m—1,3m . _ i .
P > 3oy © B |G| B g% B ) } i!ﬁ!HE[(?)

Das hintere Produkt [ .-, E[(3)%] kénnen wir genauso analysieren, wie wir das vorhin

getan haben, es ergibt sich, dass sein Wert (3/4)"3™ ist.
1
Bleibt die Aufgabe, E [(5)){1*“] zu analysieren. (Die anderen Terme ergeben sich analog.)

Dieser Erwartun swert han t von CL* CL* a* ab. W ir miissen drei Falle betrachten 'e nachdem
1>%2,%3 ) )
wieviele Einsen dle drei CI,T, a;, a§ enthalten:

Fall a] + a3 + a3 = 3.

Wir miissen alle sieben Moglichkeiten fiir die Belegung der a1, a2, as durchgehen. Wenn wir
z.B. (a1,a2,a3) = (0,0,1) wihlen (was mit Wahrscheinlichkeit p; passiert), dann haben wir
X123 = 2. Wenn wir (a1,a2,a3) = (0,1,1) wéhlen (was mit Wahrscheinlichkeit p, passiert),
dann haben wir X; 23 = 1.

Gehen wir alle sieben Mdoglichkeiten durch, so erhalten wir:
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1 1 1 1
E [(5)){1’2‘3} = (5)0 'P3+(§)1 : 3P2+(§)2 - 3p1
= P3 2]92 4p1-

Nun betrachten wir noch die anderen beiden Falle:

Fall a] + a3 + a3 = 1:

[ 1 ) 1 1 1 1 ps 9 3
E “\X1,2,3 — _O_ _1_2 _2'2 _3' —_ £ . . .

_(2) | () it (5) 22+ (5)° Cortps) +(5) 2=+ gt gm
Fall a] + a3 + a3 = 2:

'1X123'_10 14 1. 1.4 _p3 3 9
B0 | = () m+ () s+ 200+ (507 22+ (5 =24 5o+ S

Wihlen wir nun py := 4/21,py := 2/21, p3 := 3/21, dann stellt sich heraus, dass der Erwartungs-
wert E [(3)%1:22] in allen drei Féllen gleich ist, ndmlich 3/7. Damit ergibt sich als Erfolgswahr-
scheinlichkeit fiir RW*(4/21,2/21,3/21):

1 3 n—3m 3 m B 3 n 64 m 1
p(n) \4 7) \4 63 p(n)’
Diese Erfolgswahrscheinlichkeit wichst mit m, ist aber nur bei grofien m asymptotisch besser als

beim alten Algorithmus!
Der Ausweg: Wir brauchen einen Algorithmus, der bei 3SAT-Instanzen mit kleinem m erfolgreich

ist. Den gibt es aber: Wenn man die Variablen z1,...,x35 belegt hat, dann bleibt nur noch
eine 2SAT-Instanz iibrig: Da die Klauselmenge mazimal unabhingig war, enthélt jede Klausel
in der Eingabeinstanz eine der Variablen x1,...,z37. 2SAT kann jedoch in polynomieller Zeit

gelost werden. Dies fithrt zu folgendem Algorithmus RED2:

RED2 (g1, 2, 3)
Ind-Clauses-Assign(q1, g2, g3)
Lose 2SAT auf den restlichen Klauseln.

RED2(1/7,1/7,1/7) ist zB. dann erfolgreich, wenn die Belegungen ai,...,ass alle mit
aj,...,as iibereinstimmen. Dies passiert mit Wahrscheinlichkeit mindestens (1/7)™. Wir
kombinieren beide Algorithmen:

o 1 Lo (3" (3\"
Nun ist die Erfolgswahrscheinlichkeit mindestens Y max [(7) , (4) <7> ] .
Da die eine Funktion monoton wachsend in 7 ist und die andere monoton fallend in m, erhalten
wir eine untere Schranke, wenn wir das m berechnen, wo beide den gleichen Wert ergeben: Es
ergibt sich Gleichheit fiir m = 0.1466525 - n. Dieses m eingesetzt zeigt, dass die Erfolgswahr-
scheinlichkeit mindestens Ppyfolg > 1.3302587" ist.

Eine weitere Verbesserung auf die Erfolgswahrscheinlichkeit Ppygoe > 1.3301937" kann man
bekommen, wenn man die Wahl der Parameter p1, p2, ps noch optimiert, darauf wollen wir aber
in der Vorlesung nicht eingehen.

Wir halten fest (vgl. unsere Voriiberlegungen vom Beginn dieses Abschnitts):
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4.69 Satz. FEs gibt einen randomisierten Algorithmus, der das 3SAT-Problem in worst-case-
Laufzeit O(1.3302") lost. Genauer: auf Instanzen, die nicht erfillbar sind, gibt er immer ,nicht
erfillbar® aus, und auf Instanzen, die erfillbar sind, gibt er mit Wahrscheinlichkeit mindestens
1 — 27" eine erfillende Belegung aus.

Die Wahrscheinlichkeit 1 — 27" erhélt man dabei mit den iiblichen Amplifikationsargumenten.

4.8 Random Walks und Graphzusammenhang

Problem UsTCON (,,Undirected s-t-connectivity*)
Gegeben: Ein ungerichteter Graph G sowie zwei Knoten s und ¢.
Aufgabe: Entscheide, ob es einen Weg zwischen s und ¢ gibt.

Laufzeiteffiziente Verfahren sind bekannt, so zum Beispiel DFS, das dieses Problem in Linearzeit
lost. Allerdings benétigt DF'S linearen Extraplatz (da die Knoten entlang eines Weges abgespei-
chert werden bzw. fiir jeden Knoten festgehalten wird, ob er schon besucht wurde oder nicht).
Ein nichtdeterministischer Algorithmus konnte wie folgt vorgehen: Rate den Weg von s nach ¢
und verifiziere, dass es in der Tat ein Weg ist. Fiir die Verifikation muss sich der Algorithmus
jeweils merken, an welchem Knoten er sich befindet, und kommt dabei mit O(logn) Extraplatz
aus. (Das ist der Platz, den man zum Speichern einer Knotennummer benétigt.)

Der Satz von Savitch (den man eventuell aus der Vorlesung Komplexitétstheorie kennt) gibt es
einen deterministischen Algorithmus, der mit O(log?n) Platz auskommt. (Die Laufzeit interes-
siert uns hierbei allerdings nicht.) Ubrigens weifl man seit Ende des Jahres 2004 aus einer Arbeit
von Omer Reingold, dass das Problem UsTCON auch deterministisch auf logarithmischem Platz
gelost werden kann:

Siehe z.B. http://www.eccc.uni-trier.de/eccc-reports/2004/TR04-094/index .html

Wir kiilmmern uns hier um die randomisierten Algorithmen.

4.70 Definition (RLP — randomized logarithmic space and polynomial time). Die Klasse RLP
enthéilt alle Sprachen L, fiir die es eine probabilistische Turingmaschine gibt, die nur logarithmisch
viel Extraplatz benétigt, die polynomielle Laufzeit hat und fiir die gilt:

>1/2, fallsxze L

Prob (M akzeptiert x) { —0 falls x ¢ L

Fiir den Begriff ,,Extraplatz® nimmt man an, dass die Maschine ihr Eingabeband nur lesen darf,
und Schreiboperationen nur auf einem zweiten Arbeitsband ausgefithrt werden konnen, dessen
Platzbedarf gezahlt wird.

Unsere ganzen Voriiberlegungen zu den Random Walks in Graphen kénnen nun benutzt werden,
um folgendes zu zeigen:

4.71 Satz. USTCON € RLP.

Beweis: Die probabilistische Maschine M arbeitet wie folgt: Simuliere einen Random Walk der
Linge 2n2 auf dem Graphen, beginnend im Knoten s. Falls in diesem Random Walk der Knoten
t besucht wurde, gib ,JA* aus, sonst ,NEIN“.

Zunéchst beobachten wir, dass die Maschine auf jeden Fall ,NEIN“ ausgibt, wenn es keinen Weg
von s nach ¢t gibt. Wenn es jedoch einen Weg von s nach t gibt, dann liegen s und ¢ in einer
Zusammenhangskomponente, die Anzahl Knoten dieser moge N heiflen. Auf die Zusammen-
hangskomponente kann man unsere Sétze die Random Walks betreffend anwenden.

Nach Korollar 4.55 (S. 102) wissen wir, dass Cs; < N® < n3 ist. Nach Markov ist also die
Wahrscheinlichkeit, dass in 2n® Schritten der Knoten ¢ nicht angetroffen wird, kleiner gleich 1/2.
Was wird auf dem Arbeitsband verwaltet? Der Zihler, der bis 2n® hochzihlt, sowie die Nummer
des Knotens, an dem man sich befindet, etc. Man kann sich iiberlegen, dass man dann insgesamt
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mit Extraplatz O(logn) auskommt. O

Dies ist ein uniformer randomisierter RLP-Algorithmus fiir USTCON, der mit Polynomialzeit
und logarithmisch viel Extraplatz auskommt. Man kann ihn (auf nicht-uniforme) Art und Weise
deterministisch machen, und zwar mit universellen Durchlaufsequenzen.

4.8.1 Universelle Durchlaufsequenzen

In diesem Unterabschnitt beschréinken wir uns der notationellen Einfachheit halber auf d-regulére
Graphen, also solche, in denen alle Knoten Grad d haben.

Ein Graph heifle gelabelt, wenn an jedem Knoten die zu ihm inzidenten d Kanten von 1 bis
d durchnumeriert sind. Abbildung 4.4 zeigt ein Beispiel eines gelabelten Graphen. Man kann
einen Graphen zum Beispiel labeln, indem man jeder Kante die Position in der entsprechenden
Adjazenzliste zuweist.

D1.2 21.C

2 2
o o
Al 'B

Abbildung 4.4: Ein gelabelter Graph.

Wir beobachten: Eine Folge o € {1,...,d}" legt einen Durchlauf der Lénge r durch den Graphen
fest, wenn wir einen Startknoten vorgeben.

Beispiel: Wenn der Startknoten A ist, durchlaufen wir bei der Folge 1,1,1 die Knotenfolge
A, B, A, B. Wenn der Startknoten C ist, durchlaufen wir bei der Folge 1,1,1 die Knotenfolge
C,B, A, B.

4.72 Definition. Eine Folge o durchliuft einen gelabelten Graphen G wvollstindig, wenn un-
abhéingig vom Startknoten ein Durchlauf durch G geméf o alle Knoten von G mindestens einmal
besucht.

Zum Beispiel durchlduft die Folge 2,1,1,2 den oben gezeigten Graphen vollsténdig.

Sei G eine endliche Menge von zusammenhéngenden d-reguléren gelabelten Graphen auf n Kno-
ten. (Achtung: ,Gleiche“ Graphen mit verschiedenen Labellings ziihlen als verschiedene Elemen-
te in G.)

4.73 Definition. Eine Folge o heif3t universelle Durchlaufsequenz fiir eine solche Klasse G, wenn
o jeden gelabelten Graphen G aus G vollstéindig durchlauft.

Eine universelle Durchlaufsequenz kann natiirlich von einem deterministischen Algorithmus be-
nutzt werden, um das Problem USTCON zu lésen, wenn der gelabelte Eingabegraph aus der
Klasse G ist. Dies kann einfach durch Durchlaufen des Eingabegraphen gem#fl o geschehen.
Leider jedoch gibt es keine guten Algorithmen, um solche universellen Durchlaufsequenzen zu
berechnen. (Dies miisste ja in logarithmischem Platz gemacht werden.)

Man kann jedoch probabilistisch die Existenz von kurzen universellen Durchlaufsequenzen nach-
weisen. Dies wollen wir im folgenden tun.
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4.74 Definition. Fiir eine nicht-leere Menge G von gelabelten, zusammenhingenden, d-
reguldren Graphen bezeichne U(G) die Lénge einer kiirzesten universellen Durchlaufsequenz fiir

Gg.

Fiir die Aussage der folgenden Behauptung bendtigen wir den Widerstand einer Graphklasse:
R(G) bezeichne den grofiten Widerstand eines Graphen aus G.

4.75 Behauptung. U(G) <5-|E|- R(G) -log(n? - |G|).

Beweis: Ein Random Walk durch einen d-reguléiren Graphen auf n Knoten entspricht einer Folge
von Zahlen aus {1, ...,d}. Wir wiirfeln eine solche Folge aus, die die Linge 5-|E|- R(G)-log(n?|G|)
hat und analysieren die Wahrscheinlichkeit, dass auf einem Graphen G aus G ein bestimmter
Knoten v nicht besucht worden ist.

Wie beim Beweis von Satz 4.62 unterteilen wir den Random Walk in log(n? - |G|) kleine Random
Walks (auch ,,Epochen genannt) der Linge 5 - |E| - R(G).

Wir untersuchen fiir fest gewéhlte G, v und v, wie grofl die Wahrscheinlichkeit ist, dass bei Start
in v der Knoten v nicht besucht wird.

Wenn wir die Epoche in einem Knoten v’ starten, dann ist nach Satz 4.53 die erwartete Anzahl
an Schritten, bis man v zum ersten Mal sieht, durch

beschriinkt. Nach Markov ist also die Wahrscheinlichkeit, in einer Epoche der Lénge 5 -m - R(G)
den Knoten v nicht anzutreffen, durch 2/5 beschrénkt.

Die Wahrscheinlichkeit, dass v auf der gesamten Irrfahrt nicht angetroffen wird, ist damit fiir ein

¢ > 1 beschrankt durch
2
<2>log(n -161) _ (n2 ' |g|)log(2/5) _ 1
5 (n?-|g|)e

Die Wahrscheinlichkeit, dass es irgendeinen Graphen G aus G, einen Startknoten w und einen
Knoten v aus G gibt, so dass v beim Durchlaufen von G mit Start in w nicht besucht wird, ist
somit beschrinkt durch (Summieren {iber alle Graphen aus G und alle méglichen Knotenpaare
u,v):
2

el

(n?-16])
Da die untersuchte Wahrscheinlichkeit der Wahrscheinlichkeit entspricht, dass die aus-
gewiirfelte Folge keine universelle Durchlaufsequenz ist und diese Wahrscheinlichkeit kleiner als
1 ist, wissen wir, dass es eine universelle Durchlaufsequenz fiir G der behaupteten Léange gibt. O

Wir wollen nun die Schranke fiir d-regulédre Graphen konkretisieren: Fiir sie ist |E| = dn/2. Der
Durchmesser eines Graphen ist definiert als

max dist (u, v),

uFv
wobei dist(u, v) die Lénge eines kiirzesten Weges von u nach v ist.
Man kann zeigen:
A) Die Anzahl gelabelter d-reguléirer Graphen auf n Knoten ist beschrénkt durch (nd)° ™).
B) Der Durchmesser jedes zusammenhéngenden d-regulidren Graphen auf n Knoten ist O(n/d).
Aus dem obigen Satz ergibt sich damit:
Fiir die Klasse der gelabelten zusammenhéngenden d-reguldren Graphen gibt es eine universelle
Durchlaufsequenz der Linge O(n3dlogn):
Der Durchmesser ist O(n/d), daher ist R(G) = O(n/d), Einsetzen...
Es ist unbekannt, wie man so eine universelle Sequenz in Polynomialzeit oder noch besser in
logarithmischem Platz berechnen kann.
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4.8.2 Gerichtete Graphen

Das Problem STCON soll die Frage beantworten, ob es in einem gerichteten Graph einen gerich-
teten Weg von s nach t gibt.

Hier ist kein randomisierter Algorithmus bekannt, der d&hnlich funktioniert wie bei den ungerich-
teten Graphen. Wir présentieren einen randomisierten Algorithmus mit sehr schlechter Laufzeit,
aber logarithmischem Platzbedarf fiir STCON.

Algorithmus:

Schritt 1: Starte in s und simuliere eine Irrfahrt der Linge n—1. (Anmerkung: Falls ein Knoten
keine ausgehende Kante hat, verharre in diesem Knoten, ansonsten wéhle einen der Nachbarn
gemif der Gleichverteilung.)

Falls der Knoten ¢ erreicht wurde, gib JA aus. STOP.

Schritt 2: Wirf [nlogn] Miinzen. (Es kommt die 1 mit Wahrscheinlichkeit 1/2 und die 0
ebenso.) Falls alle Miinzwiirfe die 1 ergeben, STOP und NEIN ausgeben, ansonsten mache bei
Schritt 1 weiter.

4.76 Satz. Der gerade beschriebene Algorithmus hat logarithmischen Extraplatzbedarf und er-
wartete Rechenzeit O(n™). Auferdem gelten die folgenden Aussagen:

a) Falls es keinen Weg von s nach t gibt, gibt der Algorithmus nie JA aus.

b) Falls es einen Weg von s nach t gibt, gibt der Algorithmus mit Wahrscheinlichkeit pya >
1/2 JA aus.

Beweis: Die Behauptungen iiber die Laufzeit und den benétigten Platz sind mehr oder weni-
ger offensichtlich. (Das Zihlen der Anzahl der gewiirfelten Zufallsbits und das Speichern der
aktuellen Position im Graphen geht auf logarithmischem Platz.)

Wir analysieren die Wahrscheinlichkeit py4 und nehmen also an, dass es einen Weg von s nach
t gibt.

Es gibt hochstens n"~! < n™ mdogliche Irrfahrten der Liange n—1 von s aus. Mindestens eine
davon findet den Knoten t. Damit ist die Wahrscheinlichkeit p1, in Schritt 1 den Knoten ¢ zu
finden, mindestens ,%n

Alsoist pja >p1+ (1 —p1)- (1 — ni") “DJA-

Der erste Term steht dafiir, dass man ¢ im ersten Schritt findet, der zweite Term dafiir, dass man
t nicht im ersten Schritt findet und im zweiten Schritt entscheidet, dass man weitermacht und
Knoten ¢ spéter findet.

Die rechte Seite der Ungleichung ist eine Funktion, die monoton wachsend in p; ist. Wegen
p1 > nin folgt somit

1 1.,
pJAZn—n‘f'(l—ﬁ) “PJA-

Da (1 —a)? > 1 — 2a ist, erhalten wir pya > nin +(1- n%) “pJya, also pya - n% > ,%n und somit

pia > 1/2. O

Ubrigens koénnte man auch auf die Idee kommen, folgenden Algorithmus zu entwerfen:
DO n™ mal: Schritt 1 des obigen Algorithmus.

Der Grund, warum man dies nicht machen kann, ist der, dass man fiir den Zihler, der bis n"

zéhlen muss, logn™ = nlogn viele Bits ben6tigt: Man kdme also nicht mehr mit logarithmischem
Platz aus.
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4.9 Fingerprinting
Bezeichne F stets einen endlichen Korper.

In der Regel ist die Verifikation einer Losung einfacher als ihre Berechnung. Beispielsweise ist
das Losen eines linearen Gleichungssystems schwieriger als das Testen mittels Einsetzen, ob es
sich tatséichlich um eine giiltige Losung handelt.

Verifikation von Matrizenmultiplikationen

Jemand hat eine Software geschrieben, die das Produkt zweier (n X n)-Matrizen A - B = C
iiber dem Korper F berechnet. Kann man nun das Resultat schneller verifizieren als durch eine
(unabhiingige) zweite Multiplikation, von der wir wissen, dass sie das richtige Ergebnis liefert?
Ja, dies funktioniert randomisiert.

Die Grundidee ist die folgende: Wenn A- B # C, dann ist (A B) -z # C -z fiir ,viele“ z. Wenn
hingegen A- B = C, dann ist (A- B) -z = C - z fiir alle z.

Wir bemerken vorweg, dass ein Koérper F immer die Elemente 0 und 1 enth&lt und dass somit
ein Vektor = € {0,1}"™ auch aus F” ist. Zunéchst eine technische Behauptung:

4.77 Behauptung. Sei v € F” ein Vektor, der nicht der Nullvektor ist und z € F. Wenn wir
einen Spaltenvektor x geméf der Gleichverteilung aus {0,1}™ wihlen, dann gilt:

Prob,(v-z =2) < 1/2.

Beweis: Da v #£ 0 ist, gibt es ein ¢ mit v; # 0. Sei 0.B.d.A. v; # 0. Es sei also v = (vy,v") mit

v = (vo,...,v,) und = (z1,2') mit ' = (z2,...,2z,). Dann gilt v-x = vix; + v’ - 2’ und somit

Prob,(v-x=2) = Prob(z; =0)-Prob, (v' -2’ = z) 4+ Prob(z; = 1) - Prob,/ (v' - 2’ = 2 — v1)
1
= 3 (Probm/ (v' -2’ = 2z) + Proby (v -2’ = 2z — Ul)).

Das v’ -2’ = zund v/ -2’ = z —v1 wegen v; # 0 zwei disjunkte Ereignisse sind, ist die Summe der
beiden Wahrscheinlichkeiten in der Klammer kleiner gleich 1 und somit Prob,(v-x = z) < 1/2. O

4.78 Behauptung. Wiirfle z € {0,1}" gemif der Gleichverteilung aus. Wenn A - B # C ist,
dann gilt Prob,((A-B) -z =C-x) < 3.
Beweis: Fiir eine Matrix M bezeichne M; die i—te Zeile in M. Wenn M - x der Nullvektor ist,
dann ist M; - x fiir alle 4 die Zahl Null. Somit gilt:

Prob,((A-B—C)-z=0) <Prob,((A-B—C); -z =0).

Wenn A - B # C, dann gibt es eine Zeile i in A- B — C, die nicht die Nullzeile ist. Fiir dieses i
kénnen wir v := (A B — ('); wihlen und nun mit Hilfe der letzten Behauptung abschiitzen, dass

Prob,((A-B—C);-x=0) <1/2 ist.

O

Eine Matrizenmultiplikation zweier (n x n)-Matrizen benétigt nach der Schulmethode Laufzeit
O(n?3), nach Strassen O(n?7), bzw. neuere Ergebnisse erzielen eine Laufzeit von O(n%3).
Mit der obigen Methode haben wir einen Algorithmus mit Fehlerwahrscheinlichkeit < % Seine
Laufzeit ist O(n?), weil man die Multiplikation C'-z mit O(n?) Operationen berechnen kann und
auch (A- B) -z als A- (B - x) berechnet.

Der Fehler ldsst sich durch Iteration reduzieren.
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Ein anderer Ansatz fiir die Reduktion der Fehlerwahrscheinlichkeit ist der, dass man die Eintrige
x nicht aus {0,1}, sondern aus H C F wihlt. Es ldsst sich zeigen, dass dann die Fehlerwahr-
scheinlichkeit auf < 1/|H]| sinkt.

Ein weiteres Beispiel: Die Multiplikation von zwei Polynomen poz® + --- + pp,z™ und
q0z® + - - - + q,x™. Die triviale Schulmethode benétigt hierfiir Laufzeit O(n?), wihrend die Fast
Fourier Transformation (FFT) eine Multiplikation in Zeit O(nlogn) erlaubt. Das Auswerten
eines Polynoms auf Eingabe a erfordert mittels des Horner-Schemas Laufzeit O(n).
Horner-Schema:

5:=py,

for i:=n —1 downto 0 do s=s-atp;
Die Grundidee ist die folgende: Wéihle einen Korper F mit mindestens 2n + 1 Elementen und
HCF, H| > 2n+1.
Zur Uberpriifung, ob p; - po = ps ist, wihle gemiB der Gleichverteilung ein » € H und gib
,vermutlich gleich“ aus, falls p1(r) - p2(r) = p3(r) und ansonsten ,ungleich®.
Wenn p1-py # ps ist, dann ist das Polynom g := p1-p2—p3 nicht das Nullpolynom und es hat einen
Grad, der durch 2n beschriinkt ist. Wenn wir ein r auswiirfeln, fiir das p1(r) - p2(r) = p3(r) ist,
dann ist dies eine Nullstelle von ¢, davon gibt es aber wegen der Gradbeschrinkung hochstens
2n viele. Da r € H, mit |[H| > 2n 4 1, ist Prob,(p1(r) - p2(r) = p3(r)) < 2n/(2n+1) <
1. Offensichtlich sollte man F' und H moglichst grof wihlen oder dieses Vorgehen mehrmals
unabhéngig iterieren, um die Wahrscheinlichkeit weiter zu reduzieren.
Beispiel: Es sei M eine (n x n)-Matrix. Nach Definition ist die Determinante

det(M) = Z Sgn(ﬂ-)Mlﬂ'(l) e Mnﬂ(n)
TESy

Diese Summe besteht offenbar aus exponentiell vielen Termen. Determinanten kénnen allerdings
in O(n3) bzw. O(n*3) berechnet werden.

4.79 Definition (Vandermondesche Matrix). Gegeben seien die Variablen (z1,...,x,), dann
heilt M = M(x1,...,x,) mit

1 oz a3 - a2t
2 n—1
1 2z a5 - =,
M = ) :
2 n—1
1 =z, =z T,

die Vandermondesche Matrix.

Wir bemerken am Rande, dass die Vandermondesche Matrix eine gewisse Rolle bei der Inter-
polation spielt. Sei zum Beispiel f(z) = ¢ + 1z + -+ + ¢p_12p—1 ein Polynom, dann ist

M - (co,...,cn1)T der Vektor (f(x1), f(x2),..., f(zn_1))T.
Die Determinante der Vandermondeschen Matrix ist ein multivariates Polynom. Fiir diese gilt:

4.80 Satz (Vandermonde). Fiir die Vandermondesche Matric M gilt det(M (z1,...,x,)) =
Hj<7,‘(xi —xj).

Angenommen, wir hitten keinen Beweis dieser Aussage und wollten sie randomisiert iiberpriifen.
Dann wollten wir det(M (z1,...,zn)) — [[;.;(z; — ;) daraufhin iiberpriifen, ob es das Nullpo-
lynom ist oder nicht.

Es gibt Aussagen iiber die Wahrscheinlichkeit, eine Nullstelle eines multivariaten Polynoms aus-
zuwiirfeln. Zun#chst ein technisches Lemma, das wir spéter benutzen werden.

4.81 Lemma. Seien E; und Ey Ereignisse, dann gilt

Prob (E;) < Prob (E; | E;) + Prob (E,).
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Beweis: Wenn Prob (E) = 0 ist, dann ist Prob (E2) = 1 und die Aussage folgt dann trivia-
lerweise, egal, wie man das dann eigentlich undefinierte Prob (E1 | E_Q) behelfsweise definiert.
Sei also nun Prob (E_g) > 0.

Prob (E;) = Prob ((E1 N E;) U(E1 NEy)) = Prob(E; N E;)+ Prob (B, NEy)
< Prob (F;) + Prob (E1 | E) .

Die erste Gleichung gilt, weil £y N Ey und Ep N Es disjunkt sind und die Abschitzung fiir
Prob (E1 N Eg) gilt, weil

Prob (E1 N E)

Prob (El | E) - Prob (E)

> Prob (E1 ﬂE_Q) .

O

4.82 Satz (Schwartz-Zippel). Sei Q(z1,...,2,) € Flx1,...,x,] ein Polynom, das nicht das
Nullpolynom ist. Sei d der Grad des Polynoms und H C F.
Wenn wir einen Vektor r = (r1,...,r,) € H" gemdf$ der Gleichverteilung auswdihlen, dann gilt:

Prob (Q(r1,...,m) =0) < i

| H]

Beweis: Durch Induktion iiber n. Fiir n = 1 liegt ein Polynom auf einer Variablen vor, welches
maximal d Nullstellen hat, womit sofort Prob (Q(r;) =0) < IT;iH\ folgt.
Induktionsschluss: Falls Q(z1,...,x,) = const, so gilt die Aussage trivialerweise. Wenn @ nun
kein konstantes Polynom ist, existiert eine Variable, von der das Polynom abhéngt. Sei dies
0.B.d.A. die Variable x1. Also ist Q(z1,...,2,) = Ef:o 2iQi(w2,. .., 2,), wobei k < d und
k >1, da @ von x; abhingt. Die Zahl k sei so gew#hlt, dass @y nicht das Nullpolynom ist.

Die Wahl der Eingabe 71, ..., r, konnen wir uns so vorstellen, dass zunéchst rs, ..., r, und dann
r1 gewahlt werden.
Sei E; das Ereignis, dass Q(r1,...,7,) = 0 ist und Fs sei das Ereignis, dass (nach Fixierung von

ro,...,Ty) der Wert Qg(ra,...,r,) =0 ist.

Da @y nicht das Nullpolynom ist und Grad hochstens d — k hat, folgt nach Induktionsvoraus-
setzung, dass Prob (F3) < % ist.

Wenn Q(rz,...,r,) nicht gleich Null ist, dann ist ¢(z1) := Q(z1,72,...,7,) ein Polynom, das
nicht das Nullpolynom ist und nur noch von einer Variablen abhéngt. Wenn man den Indukti-
onsanfang (n = 1) fiir ¢ verwendet, dann erhélt man daraus

Prob (£ | ) = Prob (g(r)) = 0) < .

Zusammen mit dem oben gezeigten Lemma erhalten wir

Prob (Q(r1,...,7,) =0) < Prob (E; | E;) + Prob (Es)
_ ok d-k_d
-] H] o [H]
t

Hier eine kleine Randiiberlegung zur Frage, ob man die obige Abschéitzung verbessern kénnte,
wenn man vom Polynom @ und der Teilmenge H nur den Grad d und die Kardinalitit von H
kennt. Wir betrachten den Kérper Z; mit p prim und p > d. Das Polynom (z; — 1) - (z1 —
2)---(x1 — d) hat den Grad d und d Nullstellen. Nun kénnte es sein, dass H D {1,...,d} ist,
dann ist die Wahrscheinlichkeit, eine der Nullstellen auszuwiirfeln, gerade d/|H|, die Abschitzung
kann also nicht verbessert werden.
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4.9.1 Perfekte Matchings in Graphen

Ein Matching auf einem bipartiten Graphen G = (V UU, E), |U| = |V| = n, ist eine Teilmenge
E’ der Kanten, die die Eigenschaft hat, dass keine zwei Kanten aus E’ einen Knoten gemeinsam
haben.

Das Matchingproblem besteht in der Aufgabe, ein moglichst grofles Matching zu finden. Ein
Matching im bipartiten Graphen heifit , perfektes Matching®, wenn es aus n Kanten besteht.
Das Matchingproblem auf bipartiten Graphen kann man mit Hilfe von Flussalgorithmen 16sen.
Die Laufzeit ist dann O(m - y/n) = O(n?%), wenn m die Kantenzahl des Graphen ist.

4.83 Satz (Edmonds Theorem). Sei A die (n X n)-Matriz, die wie folgt definiert ist:

0 sonst.

Ay = {x” falls (u;,v;) € E

Diese Matriz wird auch Edmonds-Matriz genannt. Die Determinante det(A) ist ein multivariates
Polynom. G besitzt genau dann ein perfektes Matching, wenn det(A) nicht das Nullpolynom ist.

Beweis: Wir bezeichnen zunichst fiir eine Permutation 7 mit m () das Monom 1,1y - - Zpr(n)-
Verschiedene Permutationen ergeben verschiedene Monome. Nach Definition ist

det(A) = Z Sgn(ﬂ-) : Alﬂ‘(l) T ATLTK‘(’I’L)

TESy

Fiir eine Permutation 7 ist der zugehorige Term Ay (1) -+ Aprn) = m(m), wenn der Graph G
alle Kanten {i,7(i)} enthélt. Ansonsten ist der Term Null.

Wenn det(A) also nicht das Nullpolynom ist, dann gibt es eine Permutation 7, so dass der Graph
G alle Kanten {7, 7(¢)} enthilt. Diese Kanten bilden aber ein perfektes Matching.

Wenn ein perfektes Matching existiert, dann kann dieses als Permutation aufgefasst werden.
Das entsprechende Monom m(7) kommt in der Formel fiir det(A) vor. Da fiir 7 # «' die
Monome m(m) # m(n') sind, kann der Term nicht gegen ein anderes Monom gekiirzt werden.
Die Determinante ist also nicht das Nullpolynom. U

Ein randomisierter Algorithmus kénnte folgendermafien vorgehen: Wihle F und H grofl genug
und {iberpriife fiir eine zufillig gewéhlte Belegung der Variablen in der A-Matrix mit Elementen
aus H, ob det(A(z)) = 0 ist. Falls nein, gib ,es existiert ein perfektes Matching® aus, falls ja, gib
»es existiert vermutlich kein perfektes Matching® aus. Dieser Algorithmus kommt offensichtlich
mit Laufzeit O(n?3) aus, da im Wesentlichen eine Determinante berechnet werden muss.

Gleichheitstest bei Strings

Alice hat Daten ay, . ..,a,—1 mit a; € {0,1}, Bob hat Daten by, ...,b,—1 mit b; € {0,1}.
Beide wollen feststellen, ob a; = b; fiir alle ¢ € {0,...,n — 1} ist, und zwar, indem Alice an Bob
moglichst wenige Bits iibermittelt. Man kann sich leicht iiberlegen, dass jeder deterministische

Algorithmus im worst case mindestens n Bits iibermitteln muss.
Wir betrachten hier einen randomisierten Algorithmus. Interpretiere die Daten als Zahlen:

n—1 n—1
A= Z;ai'Qi, B = X_;bl2l

Logischerweise sind die Daten genau dann identisch, wenn A = B ist. Alice und Bob miissen
also ,nur noch“ A = B iiberpriifen.
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Algorithmus EQUALITYTEST

Sei 1 := tn-In(tn) fiir eine (geeignete) Konstante t. (Uber ¢ kann man die Fehlerwahrscheinlichkeit
einstellen.)

Alice wahlt geméfl der Gleichverteilung unter allen Primzahlen, die kleiner gleich 7 sind, eine
Primzahl p aus und sendet p sowie A mod p an Bob. Bob iiberpriift, ob A = B mod p.

Falls ja: ,Daten sind (vermutlich) identisch®.

Falls nein: ,,Daten verschieden®.

Offensichtlich kann der Algorithmus Fehler begehen, aber nur dann, wenn er die Auskunft gibt
,die Daten sind (vermutlich) identisch®.

4.84 Satz. EQUALITYTEST iibertrigt O(logt+logn) Bits und irrt sich mit Wahrscheinlichkeit
O(1/1).

Beweis: Da p < 7 =tn-Intn ist, kann man p und A mod p mit O(logt + logn) Bits darstellen.
Wenn 7(z) die Anzahl der Primzahlen kleiner gleich = bezeichnet, dann ist die folgende Aussage
aus der Zahlentheorie bekannt:

x x

Fir alle z > 17 gilt: <7(z) <1.26-

Inx — Inz

Damit ist 7(tn - Intn) = O(tn).
Fiir wie viele Primzahlen p kann A = B mod p gelten, wenn A # B ist?

A = B mod p,also A — B =0mod p,also |A — B| =0 mod p.

Da A # B, ist [A—B| > 0 und wegen 0 < A < 2" und 0 < B < 2™ ist |A— B| < 2". Wie viele ver-
schiedene Primzahlen kann eine natiirliche Zahl z < 2™ als Teiler haben? Natiirlich hchstens n
viele, denn das Produkt von n Primzahlen betrégt mindestens 2”. Die Irrtumswahrscheinlichkeit
des Algorithmus ist also beschréinkt durch

n

7(tn - Intn) = O0/1)-

Pattern Matching

Wir arbeiten in diesem Kapitel iiber dem Alphabet {0, 1}.

Gegeben ein String X = (X1, ..., X,,) und ein Muster Y = (Y1, ...,Y,,), dessen Vorkommen wir
in X suchen.

Genauer: Wenn fiir j < n —m + 1 der String X (j) = (Xj,..., Xm4;—1) den Teilstring von X
der Lénge m bezeichnet, der an Stelle j beginnt, dann suchen wir das kleinste j mit X (j) =Y
bzw. die Antwort, dass es ein solches j nicht gibt.

Offensichtlich kann ein trivialer Algorithmus in Laufzeit O(n-m) das Pattern Matching Problem
losen, aus der Vorlesung , Effiziente Algorithmen* ist aber auch ein Algorithmus (von Knuth,
Morris und Pratt) bekannt, der das Problem in Laufzeit O(n + m) 16st.

Wir wollen skizzieren, wie man das Problem auch mit einem randomisierten Algorithmus angehen
kann, der manchmal (in den Konstanten) effizienter ist bzw. mit weniger Speicherplatz auskommt.
Ein String T = (T4, ..., Ty) der Linge m wird als Zahl aufgefasst und bei gegebener Primzahl
p konnen wir einen Fingerprint wie folgt definieren:

F(T) = ZTi - 2™~ mod p.

i=1
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Wenn wir den Fingerprint des Teilstrings X (j) kennen, dann miissen wir den Fingerprint des
Teilstrings X (j + 1) nicht komplett neu berechnen. Der folgende Algorithmus nutzt das aus:

Algorithmus PatternMatch iiber dem Alphabet X = {0,1}.
Berechne Fy := F(Y).
j = 1. Berechne Fx := F(X(1)). *
wert = 2™ mod p.
while Fx # Fy and j <n —m do
begin
if X; =1 then Fx := Fx — wert.
Fx: =2 -Fx +Xj4m)modp. j:=j+1 *)
end
if Fx = Fy
then gib aus: )Y kommt (vermutlich) an Stelle j vor“. STOP.
else gib aus: Y kommt in X nicht vor.“ STOP.

Der Algorithmus aktualisiert j und Fx so, dass an den Stellen (*) im Algorithmus gilt Fx =
F(X(j)).

Der Algorithmus ist in dieser Form ein Monte-Carlo-Algorithmus.

Sei @); die 0-1-Zufallsvariable, die 1 ist, wenn F'(X(j)) = F(Y') ist, obwohl X (j) # Y ist.

Wenn wir die Primzahl p geméfl der Gleichverteilung unter den Primzahlen wéhlen, die klei-
ner gleich 7 = n?mlIn(n?m) sind, dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass Q; = 1 ist, durch
O(m/m (7)) beschréinkt. Eine Rechnung wie oben zeigt, dass also Prob (Q; = 1) = O(1/n?) ist.
Die Wahrscheinlichkeit, dass fiir irgendein j die Zufallsvariable QQ; = 1 ist, ist also durch O(1/n)
beschrankt.

Man kann den Algorithmus modifizieren, um einen Las-Vegas-Algorithmus zu bekommen.
Wenn namlich die Meldung ,,...vermutlich...“ ausgegeben wird, dann kann man zunéchst auf die
triviale Art mit maximal m Vergleichen iiberpriifen, ob Y = X (j) ist. Falls dies nicht der Fall
ist, dann ist die Fehlersituation eingetreten und man muss die Schleife fortsetzen.

Wenn E die erwartete Anzahl an Stellen j mit ¢); = 1 bezeichnet, so errechnet sich die erwartete
Laufzeit dieses Las-Vegas-Algorithmus als

On+m)+E-O(m)=0Mm+m)+ (1/n)-O(m) = O(n+m).

Aquivalenztest bei FBDDs
FBDD steht abkiirzend fiir ,,free binary decision diagram®. FBDDs sind spezielle BDDs.

4.85 Definition. Ein BDD ist ein gerichteter, azyklischer Graph. Es gibt zwei Arten von Kno-
ten: Variablenknoten und Senken. Jeder Variablenknoten ist mit einer Variable aus {z1,...,z,}
markiert, jede Senke mit einer Konstante aus {0, 1}. Variablenknoten haben einen 0-Nachfolger
und einen 1-Nachfolger. Senken haben keine Nachfolger. Ein Knoten des BDDs wird als Quelle
festgelegt. (In Zeichnungen typischerweise der Knoten mit Eingangsgrad 0.)

Das folgende Bild zeigt ein Beispiel fiir ein BDD.




Ein BDD legt zu jedem Input a = (ay,...,a,) € {0,1}" auf kanonische Art und Weise einen
Weg von der Quelle zu einer Senke fest. Wenn ¢ die Markierung der erreichten Senke ist, so
definiert man f(a) := c¢. Ein BDD legt also eindeutig eine boolesche Funktion fest.

4.86 Definition. Ein FBDD ist ein BDD, das zusétzlich folgende Eigenschaft hat: Auf jedem
Weg von der Quelle zu einer Senke kommt jede Variable héchstens einmal vor.

Das Beispiel-BDD aus der Abbildung ist offensichtlich kein FBDD.

4.87 Definition. Das Aquivalenzproblem von FBDDs bezeichnet folgende Aufgabe:
Gegeben sind zwei FBDDs G und Gs, die zwei boolesche Funktionen f; und fy darstellen. Ist
f1 = fa, also fi(a) = fo(a) fiir alle a € {0,1}"?

Es ist bislang kein deterministischer Polynomialzeitalgorithmus bekannt, der dieses Problem 16st.
Wir zeigen, dass es einen effizienten randomisierten Algorithmus fiir das Problem gibt. Zunichst
halten wir fest, dass das Auswiirfeln eines a € {0,1}™ und der Test, ob fi(a) = f2(a) ist, nicht
erfolgversprechend ist, weil sich f1 und fs eventuell nur auf sehr wenigen Eingaben unterscheiden,
so dass die Wahrscheinlichkeit, ein a mit f1(a) # f2(a) auszuwiirfeln, zu gering ist.

Wir wahlen zunéchst einen Korper F, der mindestens 2n Elemente enthilt. Zum Beispiel kénnen
wir Z7 fiir eine Primzahl p > 2n wihlen.

Die Art und Weise, wie ein FBDD G die boolesche Funktion darstellt, lédsst sich auch anders
beschreiben, und zwar bottom-up. Wir ordnen wie folgt jedem Knoten ein Polynom w zu:
Wo-Senke = 0, Wi-Senke = 1, und falls v ein Knoten mit 1-Nachfolger v1, mit 0-Nachfolger vy und
Variablenmarkierung x; ist, so ist

Wy 1= Tj Wy, + (L — ;) - Wy,

Jeder Korper F enthilt die Elemente 0,1 und —1, daher ist das Polynom als Polynom iiber dem
Korper F wohldefiniert.
An der Quelle des FBDDs werde das Polynom wg dargestellt.
Es ist klar, dass wg(ai,...,a,) = f(a1,...,ay) ist. Das Polynom wg liefert also auf Eingaben
aus {0,1}" genau die Funktionswerte der Funktion f. Wir erweitern die Funktion f zu einer
Funktion

fPrF" S Fmit f*(r1,...,r) = we(r1, ..., ).

Die beiden Funktionen f und f* stimmen auf {0,1}" iiberein.

Der Definition von wg sieht man direkt an, dass es sich um ein Polynom handelt, in dem
jede Variable hochstens linear vorkommt. Dies liegt daran, dass auf jedem Weg jede Variable
héchstens einmal vorkommt. Wir brauchen folgende Definition:

4.88 Definition. Sei I C {1,...,n} und m; := []
Polynom der Form

ier Ti- Ein multilineares Polynom ist ein

p(T1,. .., xn) = Z cr-my,

IC{1,...n}
wobei die ¢; Koeffizienten aus F sind.
Wir benétigen folgendes Lemma:
4.89 Lemma. Seip ein multilineares Polynom. Wenn es einr = (r1,...,1ry) € F” mit p(r) # 0

gibt, dann gibt es auch ein a € {0,1}" mit p(a) # 0.

Beweis: Sei p(z1,...,2,) = ZIC{l,...,n} cr - my. Es gibt offensichtlich mindestens ein I, so
dass c¢; von Null verschieden ist. Unter allen solchen I mit ¢; # 0 wihle eines mit minimaler
Kardinalitit.

Wir beobachten nun, dass allgemein fiir einen Vektor a = (aq,...,a,) € {0,1}"™ und eine Teil-
menge I’ C {1,...,n} der Wert my/(a) = 1 genau dann ist, wenn fiir alle i € I’ der Wert z; = 1
ist.
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Wir wiihlen folgenden Input a = (a1,...,a,): a; := 1, falls ¢ € I und a; := 0 sonst.

Damit ist my(a) = 1 und somit ¢r - myr(a) # 0, aber, wie wir nun zeigen, ¢y - mp (a) = 0 fiir alle
I' # 1. Der Grund: Fiir Teilmengen I’ mit |I'| > |I] ist offensichtlich my/(a) = 0 (es sind nicht
geniigend bzw. die falschen Positionen auf 1 gesetzt). Fiir Teilmengen I’ mit |I’| < |I| ist nach
Wahl von I die Zahl ¢;» = 0. Damit ist p(a) = ¢; - my(a) # 0. Der gewiihlte Vektor a hat also
die gewiinschte Eigenschaft. O

Im Beweis hat man also dafiir gesorgt, dass das kiirzeste aller Monome auf 1 gesetzt wird und
alle anderen zu 0 auswerten.

4.90 Korollar. Sei p ein multilineares Polynom. Wenn p(a) = 0 fiir alle a € {0,1}™ ist, dann
ist p(r) = 0 fiir alle r € F™.

Wir beschreiben nun den Algorithmus fiir den Aquivalenztest und analysieren ihn dann.

Algorithmus FBDD-equivalence

Eingabe: Zwei FBDDs G und Gs.

Berechne aus G und G die Polynome f{ und f5.

Wiirfle r = (rq,...,7r,) € F™ gemif der Gleichverteilung aus.
Berechne f{(r) und f5(r).

Ist fi(r) = f5(r), so gib ,,vermutlich &quivalent® aus.

Ist f{(r) # f5(r), so gib ,,garantiert nicht dquivalent* aus.

4.91 Satz. Algorithmus FBDD-equivalence hat folgende Figenschaften:
a) Falls G1 und Gy dquivalent sind, dann gibt er ,vermutlich dquivalent® aus.

b) Falls G1 und G nicht dquivalent sind, dann gibt er mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1/2
Lgarantiert nicht dquivalent® aus.

Beweis: a) Sei also f1 = fa, also fi(a) = f2(a) fiir alle a € {0,1}". Dann ist f;(a) = f5(a) fiir
alle a € {0,1}".

Also ist (ff — f3)(a) = 0 fir alle a € {0,1}". Aus dem Korollar 4.90 folgt, dass auch
(ff — f3)(r) =0 fiir alle r € F™ ist. (Die Differenz zweier multilinearer Polynome ist wieder ein
multilineares Polynom). Der Algorithmus gibt also ,,vermutlich dquivalent“ aus.

b) Es gibt ein a € {0,1}™ mit fi1(a) # f2(a), also fi(a) # f5(a).

Also gilt fiir das multilineare Polynom d := f{ — fJ, dass es nicht fiir alle r € F” den Wert
d(r) = 0 liefert. Der Grad von d ist durch n beschridnkt, da es nur die Variablen z1,...,z,
gibt und es ein multilineares Polynom ist. Nach dem Satz von Schwartz-Zippel gilt fiir zufillig
ausgewiirfelte r € F™:

Grad von d §£:1/2.

Prob (d(r) =0) < I S

Da der Algorithmus nur dann ,vermutlich &quivalent* ausgibt, wenn er ein r mit d(r) = 0
auswiirfelt, folgt die Aussage aus b). O
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4.10 Online-Algorithmen

Englisch Deutsch

paging algorithm Seitenwechselverfahren /-algorithmus
miss / fault Fehler

hit Treffer

oblivious adversary | nicht-adaptiver Widersacher/Gegner
evict a page Seite auslagern

Bei den bisherigen Problemen war die Eingabe immer vollstédndig vorgegeben und der Algorith-
mus hat dazu eine entsprechende Ausgabe berechnet.

,Online“ bedeutet, dass die Eingabe erst ,nach und nach® enthiillt wird. Der Algorithmus muss
jedoch sofort reagieren. Die Eingabe kann also als Folge von Anfragen gesehen werden.

Hier wollen wir so genannte Seitenwechselverfahren betrachten. Man kann sich vorstellen, dass
eine 2-stufige Speicherhierarchie vorliegt.

— ein kleiner, schneller Speicher (cache)

— ein unendlich gedachter, langsamer Speicher (Festplatte)

Die vorliegende Datenmenge ist durch eine Menge von Seiten beschrieben. Wir nehmen an, dass
der Cache k Seiten enthalten kann. Auf eine Anfragefolge p1, p2, ..., wobei fiir alle ¢ die Zahl p;
eine Seite (bzw. Seitennummer) ist, muss der Seitenwechselalgorithmus wie folgt reagieren: Falls
die angefragte Seite p; im Cache ist, also ein ,, Treffer® vorliegt, muss nichts getan werden.

Falls jedoch p; nicht im Cache ist, ist dies ein ,Fehler* und die Seite muss vom langsamen
Speicher eingelesen und in den Cache geholt (,eingelagert) werden. Es entstehen Zeitkosten,
die wir als Kosten 1 veranschlagen.

Die Aufgabe des Seitenwechselalgorithmus ist es, die Anzahl der Fehler zu minimieren. Der
Entscheidungsspielraum ist der, welche der Seiten aus dem Cache ausgelagert werden sollen.

Beispiele fiir (deterministische) Online-Seitenwechselalgorithmen sind:

— LRU (Least Recently Used). Lagere die Seite aus, nach der am lingsten nicht mehr gefragt
wurde. Wir nennen diese die ,,anfragenélteste Seite®.

— FIFO (First In First Out). Lagere die Seite aus, die am lingsten im Cache ist.

LFU (Least Frequently Used). Lagere die Seite aus, auf die am wenigsten zugegriffen
wurde.

— LIFO (Last In First Out). Lagere die Seite aus, die als letzte eingelagert wurde.

Beispiel fiir Offline-Seitenwechselalgorithmus:
Ein Offline-Algorithmus kennt die gesamte Anfragefolge im Voraus.

Algorithmus MIN

Lagere die Seite aus, auf die am weitesten in der Zukunft wieder zugegriffen wird.
Genauer:

Zu Anfragefolge o1,...,o0n und t € {1,..., N} sowie eine Seite x definiere:

nexty(z) :=min{o; =x | i >t + 1},
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bzw. next:(x) := oo, falls die Menge, iiber die das Minimum berechnet wird, leer ist.

Sei X die Menge der Seiten, die sich im Cache befindet. Wenn auf der Anfrage o; ein Fehler
vorliegt und es muss eine Auslagerung stattfinden, damit die angefragte Seite in den Cache passt,
dann wihle die (bzw. eine) Seite x € X, fiir die next:(x) maximal ist.

Bei Online-Algorithmen macht die klassische worst-case-Analyse keinen Sinn.

Beispiel: Zu jedem Online-Algorithmus kann man trivialerweise eine Anfragefolge konstruieren,
so dass alle (bis auf k viele) Anfragen zu einem Fehler fithren. Idee: Wihle die Anfragefolge
o; =i firi=1,...,k und fiir ¢ > k+1 wihle o; := {1,...,k+1} \ X;, wenn X; die Menge der
Seiten bezeichnet, die nach Anfrage ¢ im Cache ist.

Um die Online-Algorithmen trotzdem bzgl. ihrer Giite einteilen zu kénnen, braucht man eine
vergleichende Analyse. Fiir den Vergleich zieht man den besten Offfine-Algorithmus heran.
Ziel: Entwurf von Onlinealgorithmen, die nicht wesentlich schlechter sind als der optimale Off-
linealgorithmus.

Gegeben sei eine Anfragefolge p1,...,pn. Fiir einen deterministischen Online-Algorithmus A
liegen seine Reaktionen auf die Folge fest. (Bei gegebenem Startzustand des Caches.) Daher
definieren wir:

fa(pi,...,pn) := die Kosten, die A auf der Anfragefolge p1,..., pn entstehen.

fopt(p1,...,pn) := die Kosten, die dem besten Offline-Algorithmus auf der
Anfragefolge p1, ..., pn entstehen.

4.92 Satz. Der Offline-Seitenwechselalgorithmus MIN hat von allen Offline-Algorithmen die
geringsten Kosten, ist also optimal.

(Ohne Beweis.)

Ein Online-Algorithmus muss sich an diesem optimalen Algorithmus messen.

4.93 Definition. Ein Online-Seitenwechselalgorithmus A heifit c-competitive, wenn eine Kon-
stante b existiert (die unabhiingig von der Anfragelinge N ist, aber von k abhingen darf), so
dass fiir jede Anfragefolge p1, ..., pn gilt:

falpi,....pn) <b+c fope(p1, ..., pN).

Als Giitekoeffizient ¢4 von A definiert man das kleinste solche ¢, d.h.
ca :=inf{c | A ist c-competitive}.

4.94 Satz. LRU und FIFO sind k-competitive. LIFO und auch LFU sind fiir keine Konstante
c-competitive.

Beweis: Fiir die Aussage zu LIFO wihle die Anfragefolge 1,... k. k+ 1,k k+ 1k, ...

LIFO produziert ab der k 4 1-ten Anfrage jedesmal einen Fehler, damit fithrt eine Anfragefolge
der Liange N zu Kosten N — k, der optimale Algorithmus wiirde aber & und k£ + 1 im Cache
halten und spétestens ab Anfrage k + 1 iiberhaupt keinen Fehler mehr produzieren, seine Kosten
sind daher durch k+ 1 beschrinkt und der Quotient der beiden Kosten ist durch keine Konstante
nach oben beschrénkt.

Die Aussage fiir FIFO beweisen wir nicht, aber die Aussage fiir LRU und LFU. Zunéchst zur
Behauptung zu LRU:

Gegeben sei eine Anfragefolge o1, ...,0x. Wir teilen diese in Phasen ein, und zwar betrachten wir
die Anfragefolge von ,rechts“, also von oy aus. Wir wihlen das kleinste 7, so dass die Anfragen
von o;,...,on hochstens k Fehler verursachen. Dann teilen wir die Anfragefolge o1,...,0;_1
analog weiter in Phasen ein. Wir numerieren die Phasen von links nach rechts durch, von P(0)
bis P(r).
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Wir haben nun also die Eigenschaft, dass LRU in jeder Phase aufler eventuell in der Phase P(0)
genau k Fehler hat. LRU macht also insgesamt hochstens (r + 1) - k viele Fehler.

PO) || P(1) . P(r)

T T aw T T rr T LRU-Fehler

Wir zeigen, dass der optimale Algorithmus in jeder Runde P(1) bis P(r) mindestens einen Fehler
macht. Da die Anzahl der LRU-Fehler hochstens (r+1) -k ist, wihrend der optimale Algorithmus
mindestens r Fehler macht, gilt

# Fehler von LRU < (k - # Fehler von OPT) + &,
also ist LRU k-competitive.

Wir betrachten eine Runde P(7) fiir 1 <4 < r und nennen die Seite, die zuletzt vor Runde P(7)
angefragt wurde, p.

Behauptung: Runde P(i) enthilt Anfragen an mindestens k Seiten, die von p verschieden
sind.

Aus der Behauptung folgt, dass der optimale Algorithmus in Runde P(¢) mindestens einen Fehler
macht, denn: Zu Beginn von Runde P(i) muss der optimale Algorithmus die Seite p im Cache
haben, er enthilt also hochstens k—1 Seiten, die von p verschieden sind. Wahrend der Runde
werden aber k Seiten angefragt, die von p verschieden sind, daher muss der optimale Algorithmus
wéhrend der Runde mindestens eine Seite einlagern, also einen Fehler begehen.

Zum Beweis der Behauptung schauen wir uns die k Positionen an, an denen LRU einen Fehler
macht und machen eine Fallunterscheidung:

A) An diesen Stellen werden k verschiedene Seiten nachgefragt, die von p verschieden sind.
Dieser Fall ist trivial.

B) An einer dieser k Positionen wird nach p gefragt.

C) Weder Fall A), noch Fall B), also: es gibt eine Seite ¢ # p, die mindestens zweimal angefragt
wird.

Um die letzten beiden Fille zu analysieren, zeigen wir zunéchst folgende Aussage fiir LRU:

Sei g eine Seite und t1 < t2, o4 = ¢,01, = q und auf o4, hat LRU einen Fehler. Dann folgt
daraus: die Folge oy, ..., 04, enthélt mindestens k& + 1 Seiten.

Beweis: Zum Zeitpunkt ¢; wird auf g zugegriffen, d.h. ¢ ist anschliefend im Cache und damit
die ,anfragenjiingste“ Seite. Zum Zeitpunkt ¢ wird ¢ nochmal in den Cache geladen, also muss
q irgendwann dazwischen ausgelagert worden sein: 3t*, t; < t* < to mit: ¢ wird zum Zeitpunkt
t* ausgelagert. Nach der LRU-Strategie muss ¢ zum Zeitpunkt ¢t* die ,anfragenilteste” Seite
gewesen sein. Damit das gilt, miissen bis zum Zeitpunkt ¢* (inkl.) k Seiten ungleich ¢
nachgefragt worden sein. Damit werden von t; bis t* insgesamt k + 1 Seiten nachgefragt. g

Fall B

L »r] p_|

Nach der obigen Aussage werden zwischen den Zugriffen auf p mindestens k + 1 verschiedene
Seiten nachgefragt, also mindestens k Seiten # p.
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Fall C

L T a q |

Nach der obigen Aussage werden zwischen den Zugriffen auf ¢ mindestens k + 1 verschiedene
Seiten nachgefragt, also mindestens k Seiten # p.

Insgesamt folgt: LRU ist k-competitive. O

4.95 Satz. LFU ist fiir kein ¢ c-competitive.

Beweis: Wir geben eine Anfragefolge an, bei der LFU beliebig viele Fehler macht. Anfangs
stehen p1,...,pgr im Cache. Sei [ eine beliebige natiirliche Zahl.
Wiihle

O =DP1y-3P1, D2y -+ +3P2y++ -y Pk—15+-+yPk—15 Pk Pk+1, Pk, Pk+15 - - - y Pks Pk+1
—_—— ——

[ mal I mal I mal 1—1 Paare

Sei t der Zeitpunkt, an dem zum ersten Mal auf piri1 zugegriffen wird. Ab diesem Zeitpunkt
lagert LFU abwechselnd p; und pg41 aus, da auf sie am wenigsten zugegriffen wurde. Optimal
wiére es aber, zum Zeitpunkt ¢ die Seite p; auszulagern. Damit gilt:

LFU produziert 2(I — 1) — 1 Fehler, OPT produsziert 1 Fehler.

Da wir [ beliebig wihlen kénnen, kann LFU im Vergleich zu OPT beliebig schlechte Resultate
liefern und ist daher nicht c-competitive fiir alle Werte von c. ]

Wir schauen uns nun einen alternativen Beweis an fiir die Tatsache, dass LRU k—competitive ist,
weil hier eine Methode verwendet wird, die bei Online—Algorithmen hiufig zum Einsatz kommt.

Analyse von LRU mit Hilfe einer Potenzialfunktion

Man iiberlegt sich leicht, dass Algorithmus LRU immer die zuletzt nachgefragten k Seiten enthélt.
Es liegt nahe, ein Alter fiir Seiten zu definieren, hier aus guten Griinden ,riickwérts“:

Fiir eine Seite p im LRU-Cache beschreibt w® (p) das ,,Alter* bzw. ,Gewicht“ der Seite nach
der t-ten Anfrage:

w® (p) = 1 & p ist die anfragenilteste Seite

w® (p) = k & pist die anfragenjiingste Seite

w® (p) =i < pist die i-t dlteste Seite

AuBerdem wiihlen wir w® (p) = 0, falls die Seite nicht im LRU-Cache ist.

Der Einfachheit halber gehen wir davon aus, dass zu Beginn k Seiten im LRU-Cache sind, die
das Alter 1 bis k haben. (Egal, wie).

Wenn eine Anfrage nach einer Seite mit Alter ¢ stattfindet, dann ,springt das Alter der Seite*
auf k, das Alter von jiingeren Seiten wird jeweils um 1 kleiner.

Wir betrachten nun den Inhalt des OPT-Caches genauer, wobei OPT der optimale Seitenwechsel-
algorithmus ist.

Beispiel: Es ist & = 7 und im OPT-Cache sind Seiten mit Gewicht 1,3,5,0,0,0,0. Wenn eine
Anfrage nach der Seite mit Gewicht 3 stattfindet, dann ist das Gewicht der Seiten im OPT-Cache
anschliefend 1,7,4,0,0,0,0.

Findet nun eine Anfrage statt nach der in der Liste letzten Seite mit Gewicht 0, so sieht es im
OPT-Cache anschlieflend so aus: 0,6,3,0,0,0,7.

ng))T bezeichne die Summe der Gewichte der Seiten im Cache des Seitenwechselalgorithmus
OPT nach Abarbeitung der t-ten Anfrage. Wir definieren nun eine Potenzialfunktion ®(*):

®® .= k. # OPT-Fehler — # LRU-Fehler + W), .
N——
Term 3 Term 2 Term 1
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Wir zeigen im Anschluss, dass ® im Laufe der Zeit nicht kleiner wird, dass also @1 > &®) fiir
alle ¢ > 0 gilt. Damit ist dann auch ®® > ®©) fiir alle ¢t > 0. Da Wg’},T = O(k?) ist, ist Term
1 durch eine Konstante beschrankt. Also gilt zu jedem Zeitpunkt:

# LRU-Fehler < k- # OPT-Fehler +0O(1),

also ist LRU k-competitive.

Bleibt also die Aufgabe, zu zeigen, dass ® im Laufe der Zeit nur wachsen kann.

Bei einer Anfrage nach einer Seite v kénnen vier verschiedene Fille eintreten, die wir getrennt
betrachten. Vorweg heben wir hervor, dass ein LRU-Fehler genau dann auftritt, wenn auf eine
Seite mit Alter 0 zugegriffen wird.

Fall 1: Die Anfrage verursacht weder bei OPT noch bei LRU einen Fehler. Da somit das Alter
einer Seite im OPT-Cache von t auf k springt und das Alter von maximal k — ¢ Seiten um eins
kleiner wird, so wird Wopr auf keinen Fall kleiner.

Fall 2: Die Anfrage nach v verursacht bei LRU einen Fehler, aber bei OPT keinen. Damit
bleibt Term 3 unveréndert, aber Term 2 wird um 1 gréler. Wir zeigen nun, dass dies durch eine
Verdnderung in Term 1 ausgeglichen wird: Die Seite v triagt vor der Anfrage Gewicht 0 zu Wopr
bei, nach der Anfrage Gewicht k. Das Gewicht der anderen (k—1) Seiten hat sich héchstens um
1 verkleinert. Damit ist Wopr mindestens um 1 grofler geworden.

Fall 3: Die Anfrage nach v verursacht bei OPT einen Fehler, aber bei LRU nicht. Dann wird
Term 3 um k grofer, Term 1 kann immer nur um & kleiner werden (da maximal von k Seiten
das Alter um 1 kleiner wird.)

Fall 4: Die Anfrage nach v verursacht bei OPT einen Fehler und bei LRU auch. Dann wird
Term 3 um k grofler. Term 1 kann nur um maximal k — 1 kleiner werden: Denn da LRU einen
Fehler hat, wird auf eine Seite mit Alter 0 zugegriffen. Somit kann hochstens von k — 1 Seiten
das Alter um 1 kleiner werden. SchlieBlich wird Term 2 um 1 grofler. Insgesamt erhalten wir,
dass @ nur wichst.

4.10.1 Eine untere Schranke fiir deterministische Online-Seiten-
wechselalgorithmen

Wir zeigen jetzt: jeder deterministische Online-Algorithmus, der c-competitive ist, hat ¢ > k.
Dies bedeutet im Prinzip, dass FIFO und LRU optimal sind.

Gegeben ein deterministischer Algorithmus A. Wir konstruieren eine Anfragefolge iiber
{1,...,k+1}. Seien zu Beginn {1,...,k} im Cache. Wéhle 01 = k + 1. Dann lagert Al-
gorithmus A eine Seite p; aus. Wir wihlen o9 := p;, woraufhin Algorithmus A eine Seite
p2 auslagern muss. Wir wahlen dann o3 := pg, etc. Damit gilt, dass der deterministische
Online-Algorithmus auf o1, ..., oy in jedem Schritt einen Fehler macht, insgesamt also N Fehler.

Der optimale (Offline-)Algorithmus macht weniger Fehler, wie wir jetzt zeigen.

Wir benétigen folgende Definition: Fiir eine Anfragefolge o1, ...,0n sei T[i, j] die Anzahl ver-
schiedener Seiten unter oy,...,0;, also T'[t, j] := [{o4,...,0;}|.

Wir teilen die Anfragefolge in Runden ein. Dieses Vorgehen wollen wir als Standardrunden-
einteilung bezeichnen:

Runde 1 beginnt mit Anfrage 1 und endet mit dem groiten j, so dass T'[1,5] < k ist. Runde i
beginnt zum Zeitpunkt j* := Ende der (i — 1)-ten Runde“+1 und endet mit dem gréfiten j, so
dass T[j*,j] < k ist.

Behauptung OPT macht pro Runde hochstens einen Fehler.

Nach Konstruktion enthilt die Anfragefolge nur Anfragen nach den k+1 Seiten 1,..., k+1. OPT
lagert zu Beginn einer Runde 7 die Seite, die zu Beginn der Runde i 4+ 1 nachgefragt wird, aus
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und hat dann die k£ Seiten, die in Runde ¢ nachgefragt werden, im Cache. OPT macht daher nur
Fehler auf der ersten Anfrage einer Runde.

Da jede Runde nach Konstruktion mindestens k& Anfragen hat, macht der Online-Algorithmus
mindestens k£ mal so viele Fehler.

Der Offline-Algorithmus kann als Widersacher aufgefasst werden, der dem Online-Algorithmus
schwierige Aufgaben vorlegt.

4.10.2 Randomisierte Online-Algorithmen

Wir betrachten nun randomisierte Online-Algorithmen. Fiir diese machen drei verschiedene
Widersachermodelle Sinn:

e der nicht-adaptive Widersacher
e der adaptive Online-Widersacher
o der adaptive Offline-Widersacher

Der nicht-adaptive Widersacher kennt unseren Online-Algorithmus und muss sich fiir eine

Anfragefolge o1,...,0n entscheiden. Auf dieser Folge kann nun unser randomisierter Al-
gorithmus starten. Der Widersacher kennt dabei unsere Zufallsentscheidung nicht. Die
Fehler unseres Algorithmus werden gemessen gegen das Verhalten von fopr(oi,...,on).

Der adaptive Widersacher allgemein kennt unseren Algorithmus und sieht auch unsere Zu-
fallsentscheidungen. Er kann die Anfragen o; abhéingig von der Reaktion unseres Algorith-
mus wéhlen.

Man unterscheidet den adaptiven Widersacher danach, ob er selbst sofort reagieren muss,
also entscheiden muss, welche Seite moglicherweise ausgelagert wird, oder ob er selbst bis
zum Ende der Anfragefolge warten darf:

Der adaptive Online-Widersacher muss nach Vorlage von o; selbst entscheiden, welche Seite
eventuell ausgelagert wird.

Der adaptive Offline-Widersacher wartet bis zum Ende der (von ihm selbst) generierten
Anfragenfolge (o1, ...,0n) und startet dann darauf den optimalen Algorithmus.

Abhingig vom gewiihlten Widersachermodell gibt es unterschiedliche Definitionen des Begriffs
c-competitive:

Fiir den nicht-adaptiven Widersacher muss es ein b geben, so dass fiir alle o1, ...,0N gilt:
E(fA(Ul, ... ,O'N)) <b+c- fOPT(Ula ... ,UN).
Beim adaptiven Online-Widersacher ist o1, ..., on jetzt eine zufillige Folge, die nach einer Wahr-

scheinlichkeitsverteilung P gewéhlt wird. Damit lautet die Definition: es gibt ein b mit:
E,sep(fa(or,...,on)) <b+c-Eyep(fw(or,...,on))

Fiir den adaptiven Offline-Widersacher W gilt die Definition: es gibt ein b mit:
Esep(fa(or,...,on)) <b+c- E;(fopr(o1,...,0N))

Die Widersachermodelle wurden nach aufsteigender Méchtigkeit behandelt.

Es gilt:

e Algorithmus A ist c-competitive gegen den adaptiven Offline-Widersacher
= A ist c-competitive gegen den adaptiven Online-Widersacher

e Algorithmus A ist c-competitive gegen den adaptiven Online-Widersacher
= A ist c-competitive gegen den nicht-adaptiven Widersacher
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4.10.3 Randomisierte Seitenwechselgorithmen gegen nicht-adaptive
Widersacher

Wir zeigen: wenn ein randomisierter Seitenwechselalgorithmus A gegen nicht-adaptive Widersa-
cher c-competitive ist, so gilt
c> Hk ~ In k,

wobel Hj, die k-te harmonische Zahl ist.

Auflerdem beschreiben wir einen randomisierten Seitenwechselalgorithmus MARKER, der 2Hy,-
competitive ist gegen nicht-adaptive Widersacher. (Am Rande sei bemerkt, dass sogar randomi-
sierte Algorithmen bekannt sind, die Hy-competitive sind.)

4.96 Satz. Wenn ein randomisierter Seitenwechselalgorithmus A gegen nicht-adaptive Wider-
sacher c-competitive ist, so gilt
c> Hk ~ In k,

wobei Hy, die k-te harmonische Zahl ist.

Beweis: Wir wenden Yaos Minimaxprinzip an. Es gibt nur endlich viele Seitenwechselalgorith-
men. Dies kann man sich klar machen, indem man Seitenwechselalgorithmen formal darstellt als
Funktion

f: Cacheinhalt x S x Seite — Cacheinhalt x S

mit S, einer endlichen Zustandsmenge. Der Cacheinhalt und die Zahl der Seiten sind endlich,
damit gibt es nur endlich viele Funktionen und damit Algorithmen.

Yaos Minimaxprinzip besagt nun:

Gegeben eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf den Inputs (Anfragefolgen). Dann ist die beste
erwartete Laufzeit, die man mit einem deterministischen Algorithmus unter P erzielen kann, eine
untere Schranke fiir die beste erwartete worst-case-Laufzeit, die man mit einem randomisierten
Algorithmus erzielen kann.

Wir wéhlen eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf den Inputs:

o1 2 Seite aus {1,...,k + 1} gemiB der Gleichverteilung.

oit1 := Seite aus {1,...,k + 1} \ {o;} geméB Gleichverteilung.

Es ist also verboten, die gleiche Seite zweimal hintereinander zu wéhlen.

Jeder randomisierte Online-Algorithmus macht pro Anfrage offensichtlich mit Wahrscheinlichkeit
1/k einen Fehler, hat also erwartete Fehleranzahl von N/k.

Nun schauen wir uns die erwartete Anzahl an Fehlern an, die der optimale (Offline-)Algorithmus
macht. Zu diesem Zweck teilen wir die Anfragefolgen wieder geméf} der ,,Standardrundeneintei-
lung® ein, dabei bezeichne R die Anzahl der so erhaltenen Runden. Wie oben gilt dann, dass
der optimale Algorithmus héchstens R Fehler auf der vorliegenden Anfragefolge macht. Uns
interessiert nun also der Erwartungswert von R.

‘Fehler
0'1 P “ .. O—]V
-
k verschiedene Runde 2 Runde R
Seiten

Um diesen Erwartungswert zu ermitteln kann man sich auch fragen, wie grof§ die erwartete Lénge
einer Runde ist:

Die Auswahl der Folge 01, 09, ..., 0N entspricht einem random walk auf K1, dem vollstdndigen
Graphen auf k+1 Knoten. Da jede Runde mit dem Besuch der k4 1-ten Seite beginnt, entspricht
die Lange einer Runde der Anzahl Schritte, die man macht, bis man alle Knoten von Ky,
gesehen hat, minus 1.
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Wir wissen, dass C(Kxy1) = k - Hy, ist (Behauptung 4.59).

Die erwartete Lénge einer Runde ist also k- Hy — 1.

Bei Anfrageldnge IV erwarten wir damit intuitiv, dass die erwartete Rundenzahl 7— Hk 7 ist. Aber

ist das so trivial zu zeigen? Es gilt ja zum Beispiel nicht immer fiir alle Zufallsvarlablen X, dass
E[1/X] =1/E[X] ist.

Eine probate Methode, um eine Aussage iiber die erwartete Rundenzahl zu bekommen ist die,

auf die probabilistische Rekurrenz zuriickzugreifen (siehe Abschnitt 3.1). Wir interpretieren die

Position des Partikels als die Liange der Anfragefolge und wenn wir eine Runde mit h Seitenzu-

griffen haben, dann ist die Lange der Anfragefolge um A kleiner geworden, das Partikel befindet

sich dann an Position N — h.

N DT T

X ist die Zufallsvariable, die misst, wie viele Schritte man von Position i aus nach links springt.
Wir haben oben E [X;] = k- H, — 1 gezeigt. Mit der Wahl von ¢(¢) := k- Hy — 1 ist g eine
monotone Funktion, und wir kénnen das Resultat fiir die probabilistische Rekurrenz verwenden:
Es sei Ty die Anzahl der Schritte, bis man an Position 0 ist, wenn man von Position N aus
startet. Dann ist

1 N
E[Ty] < —_— =
Nl = ; g(i)  kH,—1
Daraus folgt E[R] < Hiv_l. Damit haben wir gezeigt, dass der optimale Algorithmus eine

erwartete Fehlerzahl hochstens %k—l hat. Die erwartete Fehlerzahl jedes randomisierten

Algorithmus ist % Division ergibt, dass die Giite des randomisierten Algorithmus > Hj ist.
O

Algorithmus MARKER

MARKER benutzt pro Seite ein Markierungsbit € {0,1}. Zu Beginn sind alle Markierungsbits
auf 0 gesetzt. (Invariante: Seiten auBlerhalb des Cache sind immer mit 0 markiert.) Das Bit
einer angefragten Seite wird immer auf 1 gesetzt. Falls nun k£ + 1 Seiten mit 1 markiert sind,
markiere die k Seiten im Cache mit 0. Falls eine Seite auszulagern ist, dann wihle unter allen
Seiten im Cache nach der Gleichverteilung eine, die mit 0 markiert ist, und lagere diese aus.

Der Algorithmus teilt (implizit) die Anfragefolge in Runden ein. Zu Beginn einer Runde ist
genau eine markierte Seite im Cache (im Schritt vorher waren alle Seiten im Cache markiert).
Wir zeigen nun:

4.97 Satz. Der MARKER-Algorithmus ist 2H}-competitive.

Wir wollen nun die erwartete Fehlerzahl dieses Algorithmus analysieren. Wir schauen uns Sei-
tenanfragen an, die Fehler verursachen. Sei o; eine Seite, die unmarkiert ist (auf die in dieser
Runde noch nicht zugegriffen wurde) und die auch in der Vorgéngerrunde nicht angefragt wurde.
ot heifit dann ,clean“. oy heifit ,stale“ genau dann, wenn in der aktuellen Runde noch nicht
auf o; zugegriffen wurde, aber in der Vorgéngerrunde auf o; zugegriffen wurde. Wenn o; einen
Fehler verursacht, dann ist o; clean oder stale.

Analyse Offline-Algorithmus

Wir analysieren nun den Offline-Algorithmus. Wir greifen uns eine Runde heraus: [ sei
die Anzahl der Anfragen, die clean in dieser Runde sind. Sei Sog die Seitenmenge, die der
Offline-Widersacher im Cache hat und Sparker die Seitenmenge, die der Marker-Algorithmus
im Cache hat. Weiterhin sei diit := |Soff\Smarker| zu Beginn der betrachteten Runde und
dinal := |Soft\ Smarker| am Ende der betrachteten Runde.
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P.S.: |Soft\Smarker| = |Smarker \Soft|, weil beide Kardinalitét & haben.
Mg sei die Anzahl der Fehler, die der Offline-Algorithmus in der Runde macht.

]-) Moff > l— dInit~
Der Marker-Algorithmus macht in der betrachteten Runde mindestens [ Fehler. Von diesen
| Seiten kann der Offline-Widersacher hochstens dr;¢ viele Seiten im Cache haben.

2) Moff Z dﬁnal-
Die dgpa1 Seiten, die am Ende der Runde im Marker-Cache drin sind, miissen irgendwann
wihrend der Runde angefragt worden sein. Damit miissen sie irgendwann wihrend der
Runde im Offline-Cache gewesen sein, am Schluss aber sind sie dort nicht mehr. Also hat
es mindestens dgn, Auslagerungen, also Fehler, gegeben.

Damit folgt

Moff

v

max{dﬁnala [ — dInit}
d na. l—d ni . . .
> % (Maximum ist > Durchschnitt)

Sei l; das { fur die j-te Runde. Dann folgt fiir die Fehlerzahl

Rundenzahl i .
Li+dL  —d,
Fehlerzahl > 2 ' Pfinal  VInit
=2 ;
Jj=1
1Rundenzahl
Rund hl 1
S N
Jj=1

Rundenzahl

1
> 5 2k
Jj=1

Wir haben damit gezeigt, dass die erwartete Fehlerzahl des Offline-Algorithmus >

1 Rundenzahl .
22 =1 l; ist.

Analyse Marker-Algorithmus

Wir analysieren nun die Fehler des Marker-Algorithmus. Dafiir greifen wir uns wieder eine Run-
de heraus. Der Algorithmus macht [ Fehler auf den clean-Zugriffen. Es gibt aber auch Fehler bei
Zugriffen auf stale-Seiten! Die Wahrscheinlichkeit, einen stale-Fehler zu haben, wird maximiert,
wenn die clean-Zugriffe alle zuerst stattfinden. Dieser Fall ist der worst-case.

,vorne® »hinten*
k1| kv2 | o | kvt o1 | 2 | | k-t
- [ clean-Fehler m T stale-Fehler? -

1

Cache zu Beginn der Runde

k

Beispielhaft schauen wir uns fiir die Seite 2 an: Mit welcher Wahrscheinlichkeit passiert ein Fehler
beim Zugriff auf die 27
Wir unterscheiden drei Fille:

A) 1 und 2 wurden vorne rausgekegelt (ausgelagert).

B) 2 wurde vorne rausgekegelt, 1 nicht.
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C) 2 wurde vorne nicht rausgekegelt, aber die 1 und dann wurde die 2 rausgekegelt beim
Einlagern der 1.

Die drei Félle haben die folgenden Wahrscheinlichkeiten:

(=) ) (=) 1
G R R =
G I ) B B l
Prob(AUBUC) = (,;) + (,?) + (If) T TR T

Fiir Element 7 statt 2 ergibt sich (mit einer lingeren Rechnung)
l
k—i+1

Die erwartete Anzahl an Fehlern in einer Runde ist < [ + % + ﬁ + ﬁ + -4 l-|+1 <1 Hy.

Wir summieren iiber alle Runden. Die erwartete Fehleranzahl ist nun < Hj, Zf‘;’f denzahl
Rundenzahl
Der optimale Algorithmus hatte mindestens (1/2) - Z l; viele Fehler, der Quotient aus
j=1
beiden Fehlerzahlen ist < 2Hj,. O
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Anhang A

Erginzungen

Eine einseitige Variante von Tschebyschefft

Die Abschitzung von Tschebyscheff gibt es auch in einer einseitigen Variante, die auch manchmal
als Ungleichung von Tschebyscheff-Cantelli bezeichnet wird. Sie besagt folgendes:

A.1 Satz. Sei X eine reellwertige Zufallsvariable und V [X] die Varianz von X. Wenn'V [X] > 0
ist, dann gilt fir alle t > 0:

Prob(X | >t-/V )_1+t2

Beweis: Fiir ¢t = 0 gilt die Aussage trivialerweise, sei also ¢ > 0 im folgenden Wir definieren die
Zufallsvariable Y := X — E [X], die als Erwartungswert E [Y] = 0 und als Varianz V [Y] = V [X]
hat. AuBerdem ist V[Y] =E [Y?].

Wir wollen fiir ein gegebenes T' > 0 die Wahrscheinlichkeit analysieren, dass Y > T ist. Dazu
definieren wir zunéchst eine Indikatorvariable Iy >7, die den Wert 1 annimmt, wenn Y > T ist

und sonst gleich 0 ist. Damit ist Prob (Y > T) =E[Iy>r].
Fiir alle ¢ > 0 ist gi E > Iy>1, denn EY“;; ist immer grofer oder gleich 0 und wenn Iy >r

den Wert 1 annimmt, dann hat der Quotient Engz den Wert mindestens 1. Also ist

ey

Prob (Y >T) =E [Iy>7]

IN

[ Y+c)2]
(T +¢)?
[Y2 +2c¢Y + ¢ ]
(T + ¢)?
VY] + c?
(T +c¢)?

Wir wihlen nun ¢ := V [Y]/T > 0 und setzen ein:

vir]+ (2

Prob(Y >T) <
(T + ¥y

viy] T+ Y
VY]
TP+ VY]
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Setzen wir nun T :=t - 1/V [Y] > 0 ein, so erhalten wir die Aussage. O

Ubrigens wiirde der Satz falsch, wenn wir V[X] = 0 zulieBen, denn dann hiitten wir ei-
ne Zufallsvariable, die mit Wahrscheinlichkeit 1 den Wert X = E [X] annimmt und es wére

Prob (X —EX]|>t-/V [X]) = Prob (0 > 0) = 1 und die Aussage gélte nur fiir ¢ = 0.
Balle und Boxen

A.2 Satz. Gegeben sind n Bozen, man macht m Ballwirfe und E>y, sei das Ereignis, dass Box
1 mindestens k Bille abbekommt. Dann gilt:

Prob (Es;) < (’Z) : <%>k

Beweis: Jede solche Folge von Ballwiirfen kann man als Tupel (w1, ..., w,) mit w; € {1,...,n}
ansehen.
Fiir eine Teilmenge A C {1,...,m} sei E4 das Ereignis, dass w; = 1 fiir alle ¢ € A ist. Es ist

klarerweise Prob (E,4) = (1/n)/4. Nun ist:

Prob (E>;) = Prob U E4
A, k-elementig

> Prob (E,).

A, k-elementig

(- ()

IN

Einschub zu ,,zweistufigen Experimenten*

Dem einen oder anderen mag dieser Einschub sicherlich als Haarspalterei vorkommen, aber er
ist ja auch nur als Warnung fiir alle kritischen Leser/Mitdenker gedacht.

Angenommen, man macht folgendes Experiment: Zunichst wirft man eine Miinze w € {0, 1}.
Falls w = 0 ist, so wirft man einen zwolfseitigen Wiirfel Wi, falls w = 1 ist, so wirft man einen
sechsseitigen Wiirfel Ws. Wenn W die Zahl ist, die wir zu sehen bekommen, was ist dann E[W]?
Intuitiv erwarten wir als Erwartungswert (1/2)-3.54(1/2)-5.5. Der folgende Einschub zeigt uns,
dass unsere Intuition korrekt ist, dass wir aber in bestimmten Situationen aufpassen miissen.
X sei eine Zufallsvariable mit Trégermenge {1,...,n}. Ti,...,T, seien Zufallsvariablen mit
Trigermengen M, ..., M,, wobei die M; nur positive (reelle) Zahlen enthalten diirfen und
abzéhlbar sein sollen. Wir kénnen also M; = {w; 1, w; 2, ...} schreiben. Sei aulerdem E [T;] < oco.
Die zweistufige Zufallsvariable T'x sei beschrieben durch

Prob (Tx = w; ;) := Prob (X =1) - Prob (T; = w; ;) .
A.3 Lemma. Sei fiir alle i die Konstante F; := E[T;] definiert. Dann ist E[Tx] = E[Fx].
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Beweis: (Skizze). Die Definition des Erwartungswerts verlangt, dass wir alle Elemente x aus
der Tragermenge durchlaufen, z mit der Wahrscheinlichkeit des Auftretens von z multiplizieren
und das Ganze aufsummieren. Wenn wir es mit einer unendlichen Trégermenge zu tun haben,
dann haben wir es also mit einer unendlichen Reihe zu tun. Wir schreiben hin:

Il
[N
S~—"
+

E[Tx] = w1 -Prob(X =1)-Prob(Th =1)+---+ w1 -Prob(X =n)-Prob (T,

+wi2-Prob (X =1)-Prob(Th =2)+ -+ + wy,2 - Prob (X =n) - Prob (T},
Diese Reihenfolge der Summanden wéhlen wir, da klar ist, dass in dieser Aufzdhlung jedes w;_;
irgendwann mal vorkommt.

Wir wiirden nun gerne ohne grofies Nachdenken schreiben, dass dieses gleich den folgenden
Formeln ist:

E[Tx] = (w11 -Prob(X =1)-Prob(Th =1)4+wi 2 -Prob(X =1)-Prob (71 =2)+---)
+(wz,1 - Prob (X =2) - Prob (I = 1) + wa2 - Prob (X =2) - Prob (T, =2)+---)
+...

= Prob(X=1)-E[T}]+---+Prob(X =n)-
= Prob(X=1)-Fi+:--+Prob(X =n)-F,
= E[Fx].

E[T]

Wenn wir das aber tun, dann haben wir die Summanden umgruppiert, und wie wir alle wissen
(sollten), kann man das bei unendlichen Reihen nicht immer tun. Ich erinnere zum Beispiel
daran, dass die Reihe Zzo(—l)i nicht konvergiert, aber bei naivem Gruppieren kénnte man ja
auf die Idee kommen, diese Reihe als (1 — 1) + (1 —1)+ (1 — 1) +--- = 0 zu schreiben.

Wann darf man umgruppieren? Wenn die Reihe absolut konvergent ist. Und damit haben wir
in unserem konkreten Fall keine Probleme, da die Tréigermengen unserer T; nur positive Zahlen
enthalten, die Wahrscheinlichkeiten alle nicht negativ sind und auch noch E [T;] < oo ist. Wer
dies nun komplett und formal beweisen méochte, dem sei dies als Ubungsaufgabe empfohlen. [

Summen durch Integrale abschéitzen

Angenommen, wir haben eine monoton steigende Funktion f vorliegen, deren Integral durch die
Stammfunktion F beschrieben ist (es gilt also F' = f).

Wir zeigen nun, wie man die diskrete Summe >, f(i) mit Hilfe der Stammfunktion F ab-
schitzen kann.

Da f monoton steigend ist, kann man fiir alle i = 1,...,n folgende Abschiitzung einsehen (siehe
auch Bild):

i+1
£00) s/ J(@) de < f(i+ 1),

/WlD/ID\(OI’}

5‘+(i3en0\




Damit ist f(1)+---+f(n—1) < / f(x) dx < f(2)+-- -+ f(n) und wir erhalten die Abschéitzun-
1
gen

) +/1nf(x) dr < f(1) -+ f(n) < fln) + /1nf(x) .

Natiirlich erhalten wir auf vollkommen analoge Art die folgende Abschéitzung, wenn f eine
monoton fallende Funktion ist:

f)+ [ fla) do < f@) 4k f0) < SO+ [ fa) da
1 1
Wir wollen diese Abschiitzung an einigen Beispielen verwenden:

Die harmonischen Zahlen

A.4 Satz. Fiir die n-te harmonische Zahl H(n) := (1/1) 4+ (1/2) + --- + (1/n) gilt:

(1/n)+Inn < H(n) <1+Inn.

Beweis: Die Funktion f(z) = 1/z ist monoton fallend und hat als Stammfunktion F(x) = Inx.
Da also [|'(1/z) do =Inn —In1l = Inn ist, erhalten wir wegen f(1) = 1 und f(n) = (1/n) die
Abschétzung aus dem Satz. ]

Eine Abschitzung fiir log n!

Wir analysieren zunichst In(n!). Wegen logz = Inz/In2 erhalten wir auch eine Abschitzung
fiir log(n!). Esist Inn! =In(n-(n—1)---2-1) =lnn+In(n —1) +--- +Inl. Wir wéhlen
also f(z) = Inz. Dies ist eine monoton steigende Funktion, die als Stammfunktion die Funktion
F(z) =2 -lnz — z hat.

Somit ist [ Inz dz = F(n) — F(1)=n-Inn—n+ 1.

Wir erhalten als Abschétzung:

n-mn—-n+l1<hn!'<n-lnn—-n+1+Inn.
Und somit als Abschitzung fir logn!:
n-logn — (n/In2) 4+ (1/1n2) <logn! <n-logn — (n/In2) + (1/1n2) + logn.
Wir haben somit gezeigt:
A.5 Satz. logn! =nlogn — (1/1In2) - n+ O(logn).

Wir bemerken, dass 1.442 < 1/In2 < 1.443 ist.

Summen von Polynomen

Sei f(x) = * fiir eine reelle Zahl k > 0. Dann ist f fiir > 0 eine monoton steigende Funktion

mit Stammfunktion F(z) = = - 2"*1. Somit ist [[' 2% dz = Z5 - " — 2. Wir kénnen
abschétzen:
1 k1 1 — i 1 k1 1 k
—— "t —— 1<) P —— T —— P
Fr Rl S S Frl



Damit sehen wir sofort ein, dass Y., i* = ©(nkT1) ist, also zum Beispiel

n
D
=1

I
2
S
=

Als Ubungsaufgabe kann man es nun dem Leser oder der Leserin iiberlassen, die Summe > ; i*
abzuschétzen, wenn k negativ und von —1 verschieden ist.

Eine Limesaussage

Bei der Analyse des Coupon-Collector-Theorems benétigen wir folgende Aussage, die wir hier
ohne Beweis wiedergeben:

Sei n eine natiirliche Zahl und ¢ eine reelle Zahl. Dann gilt fiir m = n - Inn + ¢n die folgende
Aussage:

Zur Chernoffschranke

A.6 Satz. Sei
fx):=0+z) In(1+z)—2—c2’.

Dann gilt:
o Wenn ¢ = (1/2) ist, dann gilt f(x) >0 fir alle x € (—1,0].
o Wenn c=2In2—1 = 0.386 ist, dann gilt f(xz) >0 fir alle x € [0,1].

Beweis: f hat als Ableitung f'(z) = In(1 + z) — 2cz. Da In(1 4+ z) < z fiir alle x > —1 ist, ist
f'(x) <x(1 —2¢) fiir alle z > —1. Fiir ¢ =1/2 ist also f'(x) < 0. Damit ist f auf dem Intervall
(—1, 0] monoton fallend und hat sein Minimum auf dem Intervall (—1, 0] an der Stelle z = 0, wo
der Funktionswert f(0) = 0 ist.

Es folgt die erste Aussage des Satzes.

Fiir die zweite Aussage schauen wir uns die Rénder des Intervalls an sowie die Stelle(n) y mit
f'(y) = 0. Zunichst die Rénder: f(0) =0und f(1)=2-In2—-1—-c¢=0.

Fiir f’ zeigen wir nun, dass es genau eine Nullstelle y im Intervall [0, 1] gibt und dass an der Stelle
y die zweite Ableitung negativ ist, also f dort ein lokales Maximum und kein lokales Minimum
hat.

Es ist f"(x) = ﬁ — 2¢. Diese Funktion ist stetig und monoton fallend auf [0,1]. An den
Réndern gilt f7(0) = 1 —2¢ > 0 und f”(1) = (1/2) — 2¢ < 0. Es gibt also ein z¢ € (0,1)
mit f”(xo) = 0, f”(x) > 0 fiir alle z € [0,29) und f”(z) < 0 fiir alle z € (zg, 1]. Also ist f’
monoton wachsend auf dem Intervall [0, 20] und monoton fallend auf dem Intervall [zg,1]. Da
f'(1) negativ und f’(0) positiv ist, hat f’ wegen des skizzierten Verlaufs auf dem Intervall (z¢, 1]
genau eine Nullstelle yg, an dieser ist f”(yo) < 0 und die Funktion f hat an der Stelle yo ein
lokales Maximum und kein lokales Minimum. O
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Random Walks und elektrische Netzwerke

Hier wollen wir zeigen, dass das im entsprechenden Kapitel angegebene Gleichungssystem unter
der Zusatzbedingung, dass eine der Variablen pot; = 0 gesetzt wird, hochstens eine Losung
besitzt.

Gegeben sei ein ungerichteter Graph G = (V. E) mit V = {1,...,n}. Das Gleichungssystem,
das sich bei der Darstellung als elektrisches Netzwerk ergibt, lasst sich beschreiben als A-x = b,
wobei die n x n-Matrix A wie folgt aussieht:

Ay = grad; und fiir ¢ # j ist A;; = —1, falls es eine Kante zwischen Knoten ¢ und Knoten j gibt
und A;; = 0 sonst. Wir bemerken am Rande, dass die Matrix A symmetrisch ist. Wir zerlegen
nun die Matrix A in Summanden:

Fiir eine Kante e = {4, j} kann man die n x n-Matrix Matrix .J. konstruieren, die iiberall Nullen
enthilt, auler: An Position (7,7) steht eine 1, an Position (j, j) steht eine 1, an Position (i, )
und (j, ) steht jeweils eine —1. Offensichtlich kann man die Matrix A schreiben als:

A:ZJG.

eclE

Um zu zeigen, dass das Gleichungssystem hochstens eine Losung hat, untersuchen wir, fiir welche
x das Produkt A -z der Nullvektor ist.

Wenn A -z der Nullvektor ist, dann ist 27 - A - z gleich Null.

Es ist

T _ .2 2 — (. 2
T -Je-x—xi—|—xj—2xixj—(xz—xj).

Dies ist immer grofier oder gleich Null und auch nur dann Null, wenn z; = z; ist.

o A = xT-(ZJe)-x
ecEl

= Z(xT cJe - x).

ecl

Wenn A -z der Nullvektor sein soll, dann muss also 2”7 - A -z gleich Null sein und somit fiir jede
Kante e = {i,j} im Graphen gelten, dass #7 - J, - x = 0 und somit z; = x; ist.

Wegen der Transitivitdt der Gleichheit folgt nun: Wenn der Graph G zusammenhéngend ist,
dann folgt aus A -z =0, dass ©; = x2 = - -- = x,, sein muss.

Wenn man nun die Zusatzbedingung stellt, dass eine der Variablen gleich 0 ist, dann erfiillt nur
der Nullvektor die Bedingung A - z = 0 und die Zusatzbedingung.

Nun folgt natiirlich: Gébe es zwei Vektoren z und 2/, die A-2 = b und A -2’ = b und die
Zusatzbedingung erfiillen, dann wiirde z — 2’ # 0 die Bedingung A - (z — 2’) = 0 und die
Zusatzbedingung erfiillen. Also gibt es hochstens eine Losung.
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